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前 情 提 要

2前情提要

n 整数的性质

n 整数的基本运算

n 素  数

n Euler 函数与 Euler 定理



本讲主要内容

3本讲主要内容

n 数学归纳法

n 强数学归纳法

n 递归的定义

n 函数的递归结构与结构归纳法



什么是数学归纳法？

n 数学归纳法（mathematical induction, MI）是利

⽤归纳原理进⾏定理证明的⼀种逻辑⽅法

n 数学归纳法的理论基础源⾃两个公理系统：⼀是在

⾃然数的公理化系统中的⽆穷公理，⼆是存在于

ZFC系统中的选择公理（等价于良序公理）

n 数学归纳法常⽤于证明有关正整数或⾃然数的命题
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数学归纳法的逻辑基础

n 数学归纳法是建⽴在公理系统中的⼀个逻辑演绎推

理过程：

¡ Ⅰ. 基于皮亚诺自然数公理系统的（第一）数学归纳法

𝑷 1 , ∀𝑘 𝑷 𝑘 → 𝑷 𝑘 + 1 ⟹ ∀𝑥𝑷 𝑥

¡ Ⅱ. (部分)基于选择公理的强数学归纳法（完全归纳法）

𝑷 1 , ∀𝑘 ∀𝑦 < 𝑘, 𝑷 𝑦 → 𝑷 𝑘 ⟹ ∀𝑥𝑷(𝑥)

5数学归纳法



数学归纳法的逻辑基础*（续）

n 在⼆阶逻辑中，数学归纳法以“归纳公理”（注意不

是Peano算术中的归纳公理）的形式出现：对谓词𝑷,

(Ax. Ind) ∀𝑷 𝑷 0 ∧ ∀𝑘 𝑷 𝑘 → 𝑷 𝑘 + 1 → ∀𝑥 𝑷 𝑥

n ⼀阶集合论(ZFC)不允许遍历谓词，但可通过遍历集合

的⽅式绕过上述限制，在集合论中描述MI：对集合𝐴,

 ∀𝐴 0 ∈ 𝐴 ∧ ∀𝑘 ∈ ℕ 𝑘 ∈ 𝐴 → 𝑘 + 1 ∈ 𝐴 → ℕ ⊆ 𝐴
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数学归纳法的基本证明框架

n 理论依据：𝑷 1 , ∀𝑘 𝑷 𝑘 → 𝑷 𝑘 + 1 ⟹ ∀𝑥𝑷 𝑥
n 证明⽬标：

¡ ∀𝑛𝑷 𝑛 ，其中𝑛的论域为正整数集或⾃然数集
n 证明框架：

¡ 奠基（Basis）：证明𝑷(1)为真；

¡ 归纳假设（Inductive hypothesis, I.H.）：假设对任意
正整数𝑘，𝑷(𝑘)为真；

¡ 归纳步骤（Inductive step）：证明𝑷(𝑘) ⟹ 𝑷(𝑘 + 1)，
即证明 ∀𝑘 𝑷 𝑘 → 𝑷 𝑘 + 1 ；

¡ 由数学归纳法，命题对任意论域中的元素均成⽴
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选择公理*

8选择公理

n ZFC (Zermelo-Fraenkel set theory with Axiom of 

Choice) 中的公理9即为选择公理



选择公理*

𝐀𝐱. 𝟗 AC :	∀𝑆 ∅ ∉ 𝑆 → ∃𝑓: 𝑆 → ⋃𝑆 ∀𝑆! ∈ 𝑆 𝑓 𝑆! ∈ 𝑆!

9选择公理

𝑋! ⊆ ⋃𝑆
𝑆 = {𝑆!}

𝑓

n ZFC (Zermelo-Fraenkel set theory with Axiom of 

Choice) 中的公理9即为选择公理



选择公理*

10选择公理

n ZFC (Zermelo-Fraenkel set theory with Axiom of 

Choice) 中的公理9即为选择公理

n 𝐙𝐅 + AC（即 𝐙𝐅 与 AC 逻辑相容：¬(𝐙𝐅 → ¬AC)，

K. Gödel, 1939）即，𝐙𝐅𝐂逻辑相容

n 𝐙𝐅 + ¬AC（若 ZF是逻辑相容的，则：𝐙𝐅 → ¬AC，

P. Cohen, 1963）即，𝐙𝐅¬𝐂逻辑相容

n 因此：选择公理AC独⽴于ZF系统



数学归纳法有效性的逻辑证明

n 超限归纳法与ZFC集合系统 

¡ ZFC的系统公理中包含良序公理（等价于选择公理）：

对任一集合𝑋，总存在一个表序的二元关系𝑅。即：

𝐀𝐱. 𝟗	(AC⋆): ∀𝑋∃𝑅(𝑅 𝐰𝐞𝐥𝐥 − 𝐨𝐫𝐝𝐞𝐫𝐬 𝑋)

¡ 正整数集合上的良序公理：正整数集合上的任一非空子

集皆含有一个最小元（即最小的整数）

¡ 良序公理普遍被认为是良序集合存在的逻辑基础，因此

若不承认良序公理一般应避免使用（超限）归纳法
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数学归纳法有效性的逻辑证明（续）

n 现⽤归谬法证明ZF+AC中数学归纳法依然有效：

n 证明：假设在数学归纳法框架下∀𝑥𝑷(𝑥)不成立，

即∃𝑛 ¬𝑷 𝑛 。令集合𝑆 = 𝑛 ∈ ℤ! ¬𝑷 𝑛 ，𝑆是
非空子集。根据ZFC中的AC，集合𝑆存在最小元，

记为𝑚；∵ 𝑷(𝑚)不成立，由数学归纳法的逻辑框

架𝑚 ≠ 1，但由于 𝑚 − 1 ∉ 𝑆，故𝑷(𝑚 − 1)成立。

根据数学归纳法逻辑框架中的归纳过程，𝑷(𝑚)成
立，矛盾！由归谬法， ∀𝑥𝑷(𝑥)成立.  □
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⽤数学归纳法证明命题

n 例：令𝐻" = 1 + #
$
+ #

%
+⋯+ #

"
，𝑘 ∈ ℤ!， 

证明：𝐻$! ≥ 1 + &
$
，𝑛 ∈ ℤ!.
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n 证明：奠基：对𝑛 = 1，𝐻!" = 1 + "
!
≥ 1 + "

!
成立；

I.H.：假设对任意正整数𝑘，有𝐻!# ≥ 1 + #
!
，则：

归纳步骤：𝐻!#$" = 𝐻!# +
"

!#$"
+ "

!#$!
+⋯+ "

!#$"
≥

1 + #
!
+ 2# ⋅ "

!#$"
= 1 + #$"

!
.  由数学归纳法，命题得证. □

𝑷(1)成立

假设𝑷(𝑘)成立

𝑷 𝑘 ⇒ 𝑷(𝑘 + 1)



数学归纳法证明时的常⻅错误

n 例1：任意𝑛个⼈必定都在同⼀天出⽣.
n 错误证明：

¡ Basis：当𝑛 = 1时，只有一个人，命题显然成立；

¡ I.H.：假设任意 𝑘	(𝑘 > 1) 个人，他们全部在同一天出生；

¡ I.S.：当有𝑘 + 1个人时（编号为1,2,⋯ , 𝑘, 𝑘 + 1），根据

归纳假设，第1人至第𝑘人（共𝑘个人）一定在同一天出
生；第2至第𝑘 + 1人（共𝑘个人）也一定在同一天出生。

因此，这𝑘 + 1人全部在同一天出生。根据数学归纳法，

命题成立. □

14数学归纳法

¡ 归纳基础错误：Basis应为𝑷(2)，但𝑷(2)非永真



数学归纳法证明时的常⻅错误（续）

n 例2：证明 ∑'(#& 2𝑖 − 1 = 𝑛$.

n 错误证明：

¡ Basis：当𝑛 = 1时，∑!'(( 2𝑖 − 1 = 1)命题成立；

¡ I.H.：假设当𝑛 = 𝑘时∑!'(* 2𝑖 − 1 = 𝑘) 成立，则：

¡ I.S.：据等差求和公式，∑!'(*+( 2𝑖 − 1 = 1 + 3 + 5 +

⋯+ 2 𝑘 + 1 − 1 = (+) *+( ,( *+(
) = 𝑘 + 1 )。根据

数学归纳法，命题成立.   □

¡ 归纳过程错误：未证明𝑷 𝑘 → 𝑷(𝑘 + 1)
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强数学归纳法的基本证明框架

n 强数学归纳法依赖的的公理体系：ZFC集合系统

n 理论依据：𝑷 1 , ∀𝑘 ∀𝑦 < 𝑘, 𝑷 𝑦 → 𝑷 𝑘 ⇒ ∀𝑥𝑷(𝑥)

n 证明⽬标：∀𝑛𝑷 𝑛 ，其中𝑛的论域为正整数集
n 证明框架：

¡ 奠基：证明𝑷(1)为真；

¡ 归纳假设与归纳步骤：给定任意正整数𝑘，证明当𝑷 1 ，

𝑷 2 ,⋯ ,𝑷 𝑘 为真时𝑷 𝑘 + 1 也为真，即证明 ∀𝑘U
V

𝑷 1 ∧
𝑷 2 ∧ ⋯∧ 𝑷(𝑘) → 𝑷 𝑘 + 1 ；

¡ 由强数学归纳法，命题对任意论域中的元素均成⽴
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强数学归纳法的简化形式

n 设𝑷(𝑛)是与正整数𝑛有关的陈述，𝑥和𝑦是两个给定

的整数，且𝑦 ≤ 𝑥。若能够证明以下陈述：

¡ ⑴ 𝑷 𝑦 ,𝑷 𝑦 + 1 ,⋯ ,𝑷(𝑥)皆为真

¡ ⑵ 对任意𝑘 ≥ 𝑥，𝑷 𝑦 ∧ 𝑷 𝑦 + 1 ∧ ⋯∧ 𝑷 𝑘 → 𝑷(𝑘 + 1)

n 则以下陈述成⽴：∀𝑛 ≥ 𝑦, 𝑷(𝑛)

n 显然，强数学归纳法的成⽴依赖于整数集的良序性

17强数学归纳法



⽤强数学归纳法证明命题

n 例：证明仅⽤⾯值4分和5分的两种邮票就可以组

成12分及以上的每种邮资.

18强数学归纳法

n 证明：

¡ 奠基：经验证，当𝑛 = 12, 13, 14, 15时上述命题皆成立；

¡ 归纳假设：对任意自然数𝑘 > 15，假设𝑷(𝑘)为真，则：

¡ 归纳步骤：当邮资为𝑛 = 𝑘 + 1时，可由邮资为𝑘 − 3的邮票组

合方法加上一张4分的邮票构成。∵ 𝑘 − 3 > 12，∴根据归纳基

础和归纳假设，邮资为𝑘 − 3的邮票可由4分和5分邮票组合构

成。根据强数学归纳法，命题得证.    □

𝑷 𝑦 , 𝑷 𝑦 + 𝟏 ,⋯ , 𝑷(𝑥)皆为真

𝑷 𝑦 ∧ 𝑷 𝑦 + 𝟏 ∧ ⋯∧ 𝑷 𝑘 → 𝑷(𝑘 + 𝟏)



递归结构

n 在语⾔学中，递归（recursion）指定义或解释⾃

⾝的时候引⽤到⾃⾝的⼀种嵌套形式
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递归结构（续）

n 命名中递归的例⼦：

20递归结构



递归结构（续）

n 艺术作品中递归的例⼦：
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递归结构（续）

n 艺术作品中递归的例⼦（续）：
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函数的递归定义

n 定义（递归）：在计算机科学中，递归指在函数的

定义中使⽤函数⾃⾝的⽅法。良定义的递归函数⼀

般要保证其能被还原为定义中的基础情况

n 阶乘的递归定义：

¡ Fac 0 = 1；

¡ Fac 𝑛 = 𝑛 ⋅ Fac(𝑛 − 1)

n Fibonacci序列 𝑓& 的递归定义：

¡ 𝑓6 = 0, 𝑓( = 1, 𝑓7 = 𝑓7,( + 𝑓7,)

23递归结构



集合的递归定义

n 递归地定义集合：

¡ ⑴ 奠基：指定⼀些初始元素；

¡ ⑵ 递归步骤：给出由集合中已有元素构造新元素的规则；

¡ ⑶ 排斥规则：限制集合中的元素仅限由步骤⑴和⑵⽣成

n 例1：正整数集合的⼦集𝑆可以如下递归构造

¡ 奠基：给定正整数𝑥 ∈ 𝑆；

¡ 递归步骤：若𝑥 ∈ 𝑆 ∧ 𝑦 ∈ 𝑆，则𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑆
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集合的递归定义（续）

n 例2：递归定义命题公式（即合式公式 w.f.f.）
¡ 奠基：命题变元（包括𝑻/𝑭）为命题公式；

¡ 递归步骤：若𝑋和𝑌为命题公式，则(¬𝑋)、(𝑋 ∧ 𝑌)、
(𝑋 ∨ 𝑌)、(𝑋 → 𝑌)和(𝑋 ↔ 𝑌)也都为命题公式；

¡ 排斥规则：命题公式仅限于此

n 例3：递归⽣成字⺟表Σ上的字符串集合Σ∗

¡ 奠基：空串𝜆 ∈ Σ∗；

¡ 递归步骤：若𝜔 ∈ Σ∗ ∧ 𝑥 ∈ Σ，则𝜔𝑥 ∈ Σ∗；

¡ 排斥规则：Σ∗仅由此生成
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集合的递归定义（续）

n 例4：递归定义字符串的⻓度函数𝑙: Σ∗ → ℕ

¡ 奠基：𝑙 𝜆 = 0；

¡ 递归步骤：𝑙 𝜔𝑥 = 𝑙 𝜔 + 1，其中𝜔 ∈ Σ∗ ∧ 𝑥 ∈ Σ

n 例5：递归定义Σ∗上的字符串连接运算“	)	”

¡ 奠基：𝜔 ∈ Σ∗，则𝜔 ⋅ 𝜆 = 𝜔；

¡ 递归步骤：若𝜔( ∈ Σ∗ ∧ 𝜔) ∈ Σ∗ ∧ 𝑥 ∈ Σ，则𝜔( ⋅ 𝜔)𝑥 =

𝜔( ⋅ 𝜔) 𝑥
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集合的递归定义（续）

n 例6：递归定义Peano算术中的加法（+）运算

¡ 奠基：𝑎 + 0 = 𝑎

¡ 递归步骤：𝑎 + 𝑏+ = 𝑎 + 𝑏 +，其中□+为后继运算

n 例7：递归定义Peano算术中的乘法（×）运算

¡ 奠基：𝑎×1 = 𝑎

¡ 递归步骤：𝑎×𝑏+ = 𝑎 + (𝑎×𝑏)，其中□+为后继运算

¡ 特别地，𝑎×0 = 0
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结构归纳法

n 结构归纳法（structural induction）⼀般⽤于证明

由递归构造的集合中的元素所具有的性质，或者⽤

于证明与递归定义集合相关的命题，证明框架如下：

¡ 奠基：对于集合中的初始元素，证明命题成立；

¡ 归纳步骤：针对产生集合中新元素的规则，证明若已有

元素满足命题，则该规则产生的新元素也满足命题

n 结构归纳法的有效性来源于递归定义的集合结构
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结构归纳法（续）

n 例1：根据Σ∗与𝑙和⋅的定义(见例3—例5)，⽤结构归
纳法证明：𝑙(𝑥 ⋅ 𝑦) = 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦)，其中𝑥, 𝑦 ∈ Σ∗

n 证明：

¡ 奠基：对𝑥 ∈ Σ∗，显然有𝑙 𝑥 ⋅ 𝜆 = 𝑙 𝑥 + 𝑙(𝜆)；
¡ I.H.：令𝑃(𝑦)表示：对任意𝑦 ∈ Σ∗，有𝑙(𝑥 ⋅ 𝑦) = 𝑙(𝑥) +

𝑙 𝑦 。假设𝑃(𝑦)成立，则：

¡ 归纳步骤：（以下证明对于任一 𝑎 ∈ Σ， 𝑃 𝑦 → 𝑃(𝑦𝑎)，
即当𝑥 ∈ Σ∗，有𝑙 𝑥 ⋅ 𝑦𝑎 = 𝑙 𝑥 + 𝑙(𝑦𝑎)）由归纳假设，
𝑃(𝑦)成立，即𝑙 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑙 𝑥 + 𝑙(𝑦)，故𝑙 𝑥 ⋅ 𝑦𝑎 =
𝑙 𝑥 ⋅ 𝑦 + 1 = 𝑙 𝑥 + 𝑙 𝑦 + 1 = 𝑙 𝑥 + 𝑙 𝑦𝑎 . 由结构归
纳法，命题得证.     □

29结构归纳法

初始元素成立

新元素产生规则(例3)：𝒚 ⟹ 𝒚𝒂

规则产生的新元素亦满足命题



结构归纳法⽤于证明

n 例2*：⽤结构归纳法证明

冒泡排序算法的正确性

30结构归纳法

⾃学内容
              （pp. 28—30）



结构归纳法⽤于证明（续）

n 例2*：⽤结构归纳法证明冒泡排序算法的正确性
n 证明：设𝑃(𝑛)为冒泡排序对于长度为𝑛的序列能正确排序，其中

𝑛是一个非负整数;

¡ 奠基：当𝑛 = 1时，序列已经有序，故𝑃(1)成立；

¡ I.H.：假设对于任意长度为𝑘的序列，𝑃(𝑘)成立，其中𝑘是一个

任意的非负整数；

¡ 归纳步骤：考虑长度为𝑘 + 1的序列。冒泡排序的过程是通过

多次遍历序列，不断交换相邻的元素，将较大的元素逐渐交换

到序列的最后。在每一次遍历中，至少有一个元素会移动到其

最终的位置上。因此，经过𝑘次遍历之后，长度为𝑘 + 1的序列

中最大的元素一定会被移动到正确的位置上。      （续后）

31结构归纳法

说明算法对初始元素成立

描述算法产生新元素的过程



结构归纳法⽤于证明（续）

n 例2*：⽤结构归纳法证明冒泡排序算法的正确性
n 证明：设𝑃(𝑛)为冒泡排序对于长度为𝑛的序列能正确排序，

其中𝑛是一个非负整数;

¡ 归纳步骤（续）：根据归纳假设，对于长度为𝑘的序列，
冒泡排序能正确排序。而在长度为𝑘 + 1的序列中，最

大的元素已经处于正确的位置上。因此，我们可以将

该元素剔除，然后对剩余的长度为𝑘的序列进行冒泡排
序。根据归纳假设，剩余的𝑘个元素会被正确排序。因

此，长度为𝑘 + 1的序列也会被正确排序。即证明了

𝑃 𝑘 → 𝑃 𝑘 + 1 。由结构归纳法，算法正确性得证.□

32结构归纳法

证明规则产生的新元素亦满足命题
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¡ Problem Set 10
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