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前 情 提 要

2前情提要

n 数学归纳法

n 强数学归纳法

n 递归的定义

n 函数的递归结构与结构归纳法



⾃学内容提要

3本讲主要内容

n ⽤于分类的有限集合

n 有限集合的计数

n 容斥原理（PIE）

n 容斥原理的应⽤



⽤于分类的有限集合

“既学英语又学法语的同学”

𝑬 𝑭

𝑬 ∩ 𝑭

将属于某个集合的元素理
解为“具有某种性质”的
对象，则属于该集合的补
集的元素则是“不具有某
种性质”的对象

将全班同学的集合视为
全集。其子集E是学英语
的同学的集合，或理解
为满足性质E的对象的集
合。类似地，F是学法语
的同学的集合，即满足
性质F的对象的集合
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有限集合的计数

𝑬 𝑭

𝑬 ∩ 𝑭

假设全班共100⼈，记为|𝑈| = 100

学英语的50⼈，学法语的30⼈，分
别记为：|𝐸| = 50，|𝐹| = 30；那
么，既不学英语，也不学法语的⼈
数是多少？

|~(𝐸 ∪ 𝐹)| = |𝑈| − |𝐸 ∪ 𝐹|

= |𝑈| − 𝐸 + 𝐹 − 𝐸 ∩ 𝐹

显然，只要𝐸 ∩ 𝐹 ≠ ∅，既不学英
语，也不学法语的⼈数并⾮ 20⼈：

有限集合的计数

“既学英语又学法语的同学”

5



应⽤举例：排列的计数

n 将0,1,2,⋯ , 9排成⼀列，要求第1个数字⼤于1，最后
⼀个数字⼩于8，共有多少种排法？
¡ 这10个数字所有的排法构成全集𝑈，|𝑈| = 10!
¡ 第1个数字不⼤于1的排法构成⼦集𝐴(即所有以0或者1开头的

排法)： 𝐴 = 2 ⋅ 9!
¡ 最后⼀个数字不⼩于8的排法构成⼦集𝐵(即所有以8或者9结

束的排法)： 𝐵 = 2 ⋅ 9!
¡ 𝐴 ∩ 𝐵 = 2 ⋅ 2 ⋅ 8!
¡ 问题要求的排法构成⼦集𝐴 ∩ 𝐵

¡ 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑈 − 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑈 − 𝐴 + 𝐵 − 𝐴 ∩ 𝐵 =
10! − 4 ⋅ 9! + 4 ⋅ 8! = 2338560
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三集合的计数

n 证明：
𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵 + 𝐶 − 𝐴 ∪ 𝐵 ∩ 𝐶

= 𝐴 + 𝐵 − 𝐴 ∩ 𝐵 + 𝐶 − 𝐴 ∩ 𝐶 ∪ 𝐵 ∩ 𝐶
= 𝐴 + 𝐵 − 𝐴 ∩ 𝐵 + 𝐶 − 𝐴 ∩ 𝐶 − 𝐵 ∩ 𝐶 + 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶
= 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 − 𝐴 ∩ 𝐵 − 𝐴 ∩ 𝐶 − 𝐵 ∩ 𝐶 + 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶

n 假设定义全集的三个⼦集𝐴, 𝐵, 𝐶分别满⾜性质𝐴, 𝐵, 𝐶，
则：
𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 − 𝐴 ∩ 𝐵 − 𝐴 ∩ 𝐶 − 𝐵 ∩ 𝐶 + 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶
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容斥原理

n 容斥原理（Principle of Inclusion and Exclusion, 

PIE）的⼀般表述为：假设有穷全集含𝑁个元素，

𝐴), 𝐴*, ⋯ , 𝐴+是分别满⾜相应性质的元素构成的⼦

集。则不满⾜任何性质的集合的元素个数是：

𝐴$ ∩ 𝐴% ∩⋯∩ 𝐴&
= 𝑁 − 𝑆$ + 𝑆% − 𝑆' +⋯+ −1 (𝑆( +⋯+ −1 &𝑆&

其中，𝑆( = ∑$)*!)*")⋯)*#)& 𝐴*! ∩ 𝐴*" ∩⋯∩ 𝐴*# , 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛
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容斥原理（续）
n 例如：包含4个⼦集的容斥原理的公式为：

𝑵− 𝐴! + 𝐴" + 𝐴# + 𝐴$ +

𝐴! ∩ 𝐴" + 𝐴! ∩ 𝐴# + 𝐴! ∩ 𝐴$ + 𝐴" ∩ 𝐴# + 𝐴" ∩ 𝐴$ + 𝐴# ∩ 𝐴$ −

𝐴! ∩ 𝐴" ∩ 𝐴# + 𝐴! ∩ 𝐴" ∩ 𝐴$ + 𝐴! ∩ 𝐴# ∩ 𝐴$ + 𝐴" ∩ 𝐴# ∩ 𝐴$ +

𝐴! ∩ 𝐴" ∩ 𝐴# ∩ 𝐴$

n 推论：全集中⾄少具有⼀条性质的元素数为：

𝐴$ ∪ 𝐴% ∪⋯∪ 𝐴, = 𝑁 − 𝐴$ ∩ 𝐴% ∩⋯∩ 𝐴,

      由De Morgan律易证
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容斥原理的证明

n 公式： 𝐴! ∩ 𝐴" ∩⋯∩ 𝐴# = 𝑁 − 𝑆! + 𝑆" − 𝑆$ +⋯+ −1 %𝑆% +⋯+ −1 #𝑆#

n 我们证明，在上述公式中：

¡ ⑴ 不满足所有性质𝐴*的元素恰好被计数1次

¡ ⑵ 满足1个或多个性质的元素恰好被计数0次

n 假设 𝐴) ∩ 𝐴* ∩⋯∩ 𝐴+ = 10，那表示：

¡ 有且仅有10个不属于任意𝐴*的元素，每个元素被计数1次

¡ 属于1个或者多个𝐴*的元素，没有被计数（计数总数为0）
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容斥原理的证明（续）

n 公式： 𝑨𝟏 ∩ 𝑨𝟐 ∩⋯∩ 𝑨𝒏 = 𝑵− 𝑺𝟏 + 𝑺𝟐 − 𝑺𝟑 +⋯+ −𝟏 𝒌𝑺𝒌 +⋯+ −𝟏 𝒏𝑺𝒏

n 第⼀步：不满⾜所有性质𝐴,的元素恰好被计数1次

¡ 任取其中一个元素𝑎

¡ 该元素在𝑁中被计数一次

¡ 𝑎不属于任意的𝑆*

¡ 该元素不会在任意的𝑆*中被计数

容斥原理

𝒂
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容斥原理的证明（续）

n 公式： 𝑨𝟏 ∩ 𝑨𝟐 ∩⋯∩ 𝑨𝒏 = 𝑵− 𝑺𝟏 + 𝑺𝟐 − 𝑺𝟑 +⋯+ −𝟏 𝒌𝑺𝒌 +⋯+ −𝟏 𝒏𝑺𝒏

n 第⼆步：满⾜1个或多个性质的元素恰好被计数0次

¡ 设元素𝑎满足𝑚个性质

¡ 则它在𝑁中被计数1次，在𝑆$中被计数𝐶,$ = 𝑚 次，在𝑆%中被

计数𝐶,%次，在𝑆'中被计数𝐶,'次，…，在𝑆(中被计数𝐶,(次

¡ 将上述结果代入计数公式右边：1 − 𝐶,$ + 𝐶,% −⋯+
−1 (𝐶,( +⋯+ −1 ,𝐶,,

¡ 考虑二项展开式 1 − 𝑥 , = 1 − 𝐶,$ 𝑥 + 𝐶,% 𝑥% − ⋯+
−1 (𝐶,( 𝑥( +⋯+ −1 ,𝐶,,𝑥,，令𝑥 = 1，上式= 0
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埃拉托⾊尼筛

n ⽤Eratosthenes筛法求质数（25以内）

2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25

[2]  2  3  4 5  6 7  8 9  10 11  12 13  14 15  16 17  18  19  20 21  22 23  24 25

[3]  2  3  4 5  6 7  8 9 10 11  12 13  14 15 16 17  18  19  20 21 22 23  24 25

[5]  2  3  4 5  6 7  8 9 10 11  12 13  14 15 16 17  18  19  20 21 22 23  24 25
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质数的计数

n 100 以内的任意合数必有不⼤于其平⽅根的质数为其因⼦。
这样的质数只有4个： 2, 3, 5, 7

n 设𝐴2, 𝐴3, 𝐴5, 𝐴7分别是可被相应质数整除的100以内⼤于1
的⾃然数的集合。则100以内质数的数量为：
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错位排列问题

n 剧场的⾐帽管理间新来了⼀个粗⼼的管理员，他忘了
给每个客⼈的帽⼦夹上号码牌，散场时他只好随意地
将帽⼦发还给客⼈，求没有任何⼈拿到⾃⼰的帽⼦的
概率

n 这可以看作一个排列问题：对标号为1, 2, 3,⋯ , 𝑛的𝑛
个帽子重新排列，新的序号为𝑖!, 𝑖", 𝑖#, ⋯ , 𝑖$。上述问
题的模型即为：求满足对任意𝑘 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 , 𝑖% ≠ 𝑘
的排列出现的概率

n 这样的排列称为“错位排列（derangement）”
n 适当的集合模型可使问题得到简化

容斥原理的应⽤ 15



n 我们将𝑖( = 𝑘称为“性质𝐴(”。满⾜性质𝐴(的排列构成
所有排列的⼀个⼦集𝐴( ，则：

错位排列问题（续）

n 错位排列的个数为： 𝐴$ ∩ 𝐴% ∩⋯∩ 𝐴& = 𝑁 − 𝑆$ + 𝑆% −
𝑆' +⋯+ −1 (𝑆( +⋯+ −1 &𝑆&

其中，𝑁 = 𝑛!，𝑆(如前所定义，即：

E
$)*!)*")⋯)*#)&

𝐴*! ∩ 𝐴*" ∩⋯∩ 𝐴*# , 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛

n 注意：保持𝑘项不变的置换即其余𝑛 − 𝑘项可任意排列，故

𝑆$ = C&$ 𝑛 − 1 !，𝑆% = C&% 𝑛 − 2 !，⋯，𝑆( = C&( 𝑛 − 𝑘 ! = &!
(!

容斥原理的应⽤ 16



已经知道错位排列的个数为 𝑨𝟏 ∩ 𝑨𝟐 ∩⋯∩ 𝑨𝒏 = 𝑵− 𝑺𝟏 + 𝑺𝟐 − 𝑺𝟑 +

⋯+ −𝟏 𝒌𝑺𝒌 +⋯+ −𝟏 𝒏𝑺𝒏；其中，𝑁 = 𝑛!。将诸

𝑆( = C&( 𝑛 − 𝑘 ! =
𝑛!
𝑘!

(𝑘 = 1, 2, 3,⋯ , 𝑛)

代⼊上式，可得：

𝐴$ ∩ 𝐴% ∩⋯∩ 𝐴& = 𝑛! − &!
$!
+ &!

%!
−⋯ = 𝑛!∑(:;& <$ #

(!
，故错位

排列数占整个全排列的⽐例为 =!∩="∩⋯∩=$
&! = ∑(:;& <$ #

(!

注意∑(:;> <$ #

(! = 𝒆<𝟏 ≈ 0.367879，故当𝑛较⼤时，所求概率约

为36.8%且与𝑛⽆关
容斥原理的应⽤

i.e. 子阶乘：! 𝑛

错位排列问题（续）
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本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 6.1.4 节、8.5 节、8.6 节

n 课后习题：

¡ 本讲作业暂不布置，待自学完成和第12讲内容

完成后一并布置课后作业

18课后作业


