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前 情 提 要（⾃学内容）

2前情提要

n ⽤于分类的有限集合

n 有限集合的计数

n 容斥原理（PIE）

n 容斥原理的应⽤



本讲主要内容

n 乘法原则与加法原则

n 𝑟 −排列及其应⽤

n 𝑟 −组合及其应⽤

n 环排列的计数

n 不可区分的排列与有重复的组合

n 鸽笼原理及其应⽤（自学内容）
本讲主要内容 3



乘法原则（multiplication principle）

4

n ⼀事件，完成它需要分成𝑛个步骤，做第⼀

步有𝑚!种不同的⽅法，做第⼆步有𝑚"种不

同的⽅法⋯做第𝑛步有𝑚#种不同的⽅法，那

么完成该事件总的不同的⽅法数为：

乘法原则

!"#$ !"#%



乘法原则（续）

5乘法原则

n 例1：设𝐴为𝑛元集， 𝒫 𝐴 = ?

n 例2：对于标准围棋棋盘，最⼤可能格局数？

n 例3：设𝐴为𝑛元集，𝐴上的⾃反关系有⼏个?

n 例4：设𝐴为𝑛元集，𝐴上的函数

有多少个? 双射函数有多少个?

n 例5：箭头所指语句的执⾏次数?



加法原则（addition principle）

6

n ⼀事件，完成它可以有𝑛种途径，在第⼀类途

径中有𝑚!种不同的⽅法，在第⼆类途径中有

𝑚"种不同的⽅法⋯在第𝑛类途径中有𝑚#种不

同的⽅法，那么完成该事件共有：

加法原则

!"#$

!"#%

!"#&

𝑵 = 𝒎𝟏 +𝒎𝟐 +⋯+𝒎𝒏

种不同⽅法，每⼀种⽅法都能够直接达成⽬标



加法原则（续）

7加法原则

n 例1：IPv4地址总数有多少?

n 例2：右边代码执⾏之后𝑘值为多少?



计数问题与排列组合

8排列组合与计数

n ⼤多数计数问题均可转化为寻找特定集合中

不同元素的排列或组合的⽅法数的问题，排

列和组合都是对集合的⽬标元素进⾏的限制

¡ 排列（permutation）：对集合中某些元素的有序性限制

¡ 组合（combination）：对集合中某些元素的选择性限制



𝑟 −排列计数

9𝑟 −排列计数问题

n 定义（𝒓 −排列）：对𝑛元集合中𝑟个元素的有序安

排（次序不同认为是不同的安排）称为𝑟 −排列

n 例：包含A、B、C中任意2个不同字⺟的串即为3

元集中的2 −排列，共有6种

n 𝑟 −排列的计数（排列数，𝑛 ≥ 𝑟）：

𝑷 𝒏, 𝒓 = 𝒏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − 𝟐 ⋯ 𝒏 − 𝒓 + 𝟏 =
𝒏!

𝒏 − 𝒓 !



𝑟 −排列计数的应⽤

10𝑟 −排列计数问题

n 例1：某密码为以英⽂字⺟（包括⼤⼩写）开头的8位

字⺟和数字串且各位不同，则可能的密码共有多少种 ?

¡ 第1位固定为字母，为52种可能，后7位为51 + 10个字符中

的7 −排列，计数：52×𝑃 61,7 = 114337846022400

n 例2：字⺟串“ABCDEF”中有多少种排列包含⼦串

“BCD”?

¡ 将子串“BCD”看做一个整体“X”，则“AXEF”的4 −排

列（i.e. 全排列）数即为所求：𝑃 4,4 = 4! = 24



𝑟 −组合计数

11𝑟 −组合计数问题

n 定义（𝒓 −组合）：对𝑛元集合中𝑟个元素的⽆序组
合（相同元素不同次序的出现认为是相同的组合）

称为𝑟 −组合

n 例：包含A、B、C中任意2个字⺟的出现⽅式即为
3元集中的2 −组合，共有3种

n 𝑟 −组合的计数（组合数，𝑛 ≥ 𝑟）：

𝑪 𝒏, 𝒓 =
𝒏
𝒓

=
𝑷 𝒏, 𝒓
𝑷 𝒓, 𝒓

=
𝒏!

𝒓! 𝒏 − 𝒓 !



组合恒等式

12𝑟 −组合计数问题

n
#
' = #

#('  （𝑛, 𝑟 ∈ ℕ，𝑛 ≥ 𝑟，下同）

n
#
' = #

'
#(!
'(!

n
#
' = #(!

'(! + #(!
'



组合恒等式（级数形式*）

13𝑟 −组合计数问题

n ∑)*+# #
) = 2# （𝑛, 𝑘 ∈ ℕ，下同）

n ∑)*+# −1 ) #
) = 0

n ∑,*)# ,
) = #-!

)-! （𝑙 ∈ ℕ）

n ∑)*+' .
)

#
'() = .-#

' （ 𝑛, 𝑟, 𝑘 ∈ ℕ, r ≤ min 𝑚, 𝑛 ）

n ∑)*+# .
)

#
) = .-#

. （𝑚, 𝑛 ∈ ℕ）

n
#
'

'
) = #

)
#()
'() （𝑛 ≥ 𝑟 ≥ 𝑘, 𝑛, 𝑟, 𝑘 ∈ ℕ）



𝑟 −组合计数的应⽤

14𝑟 −组合计数问题

n 例1：设𝐴为𝑛元集， 𝒫 𝐴 = ? 

¡ 𝐴的各子集中的元素个数从0（对应∅）到𝑛（对应𝐴），

故所有子集计数为𝐶 𝑛, 0 + 𝐶 𝑛, 1 + 𝐶 𝑛, 2 +⋯+

𝐶 𝑛, 𝑛 = ∑!"#$ $
!

¡ 根据二项式定理： 𝑥 + 𝑦 $ = ∑!"#$ $
! 𝑥

!𝑦$%!，令𝑥 =

𝑦 = 1即得所求：∑!"#$ $
! = 2$



𝑟 −组合计数的应⽤（续）

15𝑟 −组合计数问题

n 例2：中国福利彩票“双色球”的投注规则为：

每注投注号码由6个红⾊球号码和1个蓝⾊球号码

组成。红⾊球号码从1—33中⽆序选择6个；蓝⾊

球号码从1—16中选择1个。若投注者选定的红蓝

⾊球号码均与开奖号码⼀致，则中⼀等奖。假设

开奖过程完全随机，求投单注中⼀等奖的概率

¡ 𝑃 = ⁄1 &&
'

('
( = (

())*(#++



𝑟 −组合计数的应⽤（续）

16𝑟 −组合计数问题

n 例3：下图中设𝑚, 𝑛为正整数，从点 0,0 到点

𝑚, 𝑛 的⾮降路径指每次均向上或向右移动⼀步

构成的折线，则不同的⾮降路径有多少条？



𝑟 −组合计数的应⽤（续）

17𝑟 −组合计数问题

n 例3：下图中设𝑚, 𝑛为正整数，从点 0,0 到点

𝑚, 𝑛 的⾮降路径指每次均向上或向右移动⼀步

构成的折线，则不同的⾮降路径有多少条？

¡ 显然每条非降路径的总步数为𝑚 + 𝑛，不同的非降路径

取决于这𝑚 + 𝑛步的选择；

¡ 故此路径总条数即为从𝑚 + 𝑛个位置

      中选出𝑚个（或𝑛个）位置的方法数，

      即 ,-$
, 或 ,-$

$



𝑟 −组合计数的应⽤（续）

18𝑟 −组合计数问题

n 例4*：求集合 1,2,⋯ , 𝑛 上的单调递增函数的个数



𝑟 −组合计数的应⽤（续）

19𝑟 −组合计数问题

n 例4*：计数集合 1,2,⋯ , 𝑛 上的单增函数（思考题）
¡ 首先连接点(1,1)与点 1, 𝑓 1 ，然后依照“先向右，后向上”

的原则构造非降路径（对应非严格的单增函数），直到点

(𝑛 + 1, 𝑛)，易见每条如此构造的非降路径皆对应于一个非严
格的单调递增函数𝑓: 1,2,⋯ , 𝑛 → 1,2,⋯ , 𝑛 ；

¡ 因此原问题被简化为带有约束条件

的“非降路径”计数问题，根据例3
的结论，该约束条件下非降路径总

数为 #$%&
$ ，此计数即为问题所求；

推广之，从 1,2,⋯𝑚 到 1,2,⋯𝑛 上
的所有单调函数的计数为2 '($%&

'



环排列计数问题

20环排列计数问题

n 定义（环排列）：对𝑛元集合中𝑟个⾮重复元素依次

排成⼀个圆圈，此类有序安排（次序不同认为是不同

的安排）称为环排列

n 设普通排列（线排列）的𝑟个元素依次为𝑎!, 𝑎", ⋯ , 𝑎#，

将𝑎!与𝑎#相连，就成了⼀个环排列。显然只要相邻关

系不变，此𝑟个元素任意⼀个作为线排列的⾸元素对

应的环排列均不变，因此环排列数为线排列数的1/𝑟

n 环排列的计数（环排列数，𝑛 ≥ 𝑟）：𝑷(𝒏, 𝒓)/𝒓



不可区分元素的排列计数

21不可区分元素的排列计数

n 定理（不可区分元素的排列计数）：设𝑛个元素分

类如下：类型1的元素有𝑛!个，类型2的元素有𝑛"

个，⋯，类型𝑘的元素有𝑛$个；具有相同类型的元

素不可区分，则此𝑛个元素的不同排列数为：

𝒏!
∏𝒊&𝟏
𝒌 𝒏𝒊!



不可区分元素的排列计数（续）

22不可区分元素的排列计数

n 证明：在𝑛个位置中先选择𝑛(个位置放第1类元素，故有
$
$!

种方法；再从剩下的𝑛 − 𝑛(个位置中选择𝑛*个位置放第2类

元素，有 $%$!
$"
种方法；直到最后在𝑛 − 𝑛( − 𝑛* −⋯− 𝑛!%(

个位置中选择𝑛!个位置放第𝑘类元素，有
$%$!%$"%⋯%$#$!

$#

种方法，根据乘法原则，总的排列方法的计数为：

𝑛
𝑛!

𝑛 − 𝑛!
𝑛"

⋯
𝑛 − 𝑛! − 𝑛" −⋯− 𝑛#$!

𝑛#

=
𝑛!

𝑛!! 𝑛 − 𝑛! !
𝑛 − 𝑛! !

𝑛"! 𝑛 − 𝑛! − 𝑛" !
⋯

𝑛 − 𝑛! − 𝑛" −⋯− 𝑛#$! !
𝑛#! 0!

=
𝑛!

𝑛!! 𝑛"!⋯𝑛#!
. 	□



有重复的组合计数问题

23有重复的组合计数问题

n 定义（多重集）：允许出现重复元素的集合称为多

重 集 ， 多 重 集 𝑆 = 𝑛! ⋅ 𝑎!, 𝑛" ⋅ 𝑎", ⋯ , 𝑛$ ⋅ 𝑎$ 中

𝑎!, 𝑎", ⋯ 𝑎$是𝑘种不同元素，𝑛)表示𝑎)在𝑆中出现的

次数，称为𝑎)的重复度，如𝑎)⾜够多则记𝑛) = ∞；𝑆

的⼦集也为多重集，记𝐴 = {

}
𝑥! ⋅ 𝑎!, 𝑥" ⋅ 𝑎", ⋯ , 𝑥$ ⋅

𝑎$ ，若元素𝑎)未出现在⼦集𝐴中，记𝑥) = 0

n 定义（有重复的组合）：多重集𝑆的𝑟 −组合称为有

重复的组合



有重复的组合计数问题（续）

24有重复的组合计数问题

n 有重复的组合的计数：当𝑟 ≤ 𝑛) , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘时，

多重集𝑆的𝑟 −组合数为： 𝒌*𝒓,𝟏
𝒓

¡ 证明*：𝑆的一个有重复的𝑟 −组合对应𝑆的一个子集：

𝑥! ⋅ 𝑎!, 𝑥" ⋅ 𝑎", ⋯ , 𝑥# ⋅ 𝑎# ，其中𝑥! + 𝑥" +⋯+ 𝑥# = 𝑟，𝑥$为非负整数，

𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘；此为一个不定方程，可在其非负整数解(𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥#)与𝑟
个1、𝑘 − 1个0的排列之间建立一一对应：即对于解(𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥#)，可

重复排列具有形式：1 1⋯1
%!

0 1 1⋯1
%"

0⋯01 1⋯1
%#

，其中𝑘 − 1个0将𝑟个1

分为𝑘段，每段含有1的个数分别为𝑥!, 𝑥", ⋯ , 𝑥#，易见此为多重集𝑆 =

𝑟 ⋅ 1, 𝑘 − 1 ⋅ 0 的全排列，故其计数为
%&#'! !
%! #'! !

= #&%'!
% . □



有重复组合计数的应⽤

25有重复的组合计数问题

n 例1：甜点店有3种不同类型的⾯包，从中选出6块
⾯包的不同⽅式有多少？假设只关⼼⾯包的类型，
⽽不管是具体哪⼀块⾯包或者选择的次序

¡ 此为在3种元素的多重集中计算有重复的6 −组合数，根
据公式，不同的选择方式有 &-'%(

' = 28种



有重复组合计数的应⽤（续）

26有重复的组合计数问题

n 例2：三元⼀次不定⽅程𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 11有多少组⾮

负整数解？

¡ 此为在3种元素的多重集中计算可重复的11 −组合数，

根据公式，该不定方程的非负整数解有 &-((%(
(( = 78组

n 例3*：分析箭头指向的语句的执⾏次数（思考题）
¡ 此为在𝑛种元素的多重集中计算可重复的

𝑚 −组合数，根据公式，该条语句在伪代

码中的总执行次数为 $-,%(
,



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 6.2节（请自学），6.3节、6.5 节

n 课后习题：

¡ Problem Set 11 & 12（第十一讲、第十二讲合一

习题），其中第十一讲为自学内容

n 提交时间： 4⽉8⽇ 10:00 前

27课后作业


