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前 情 提 要

2前情提要

n 乘法原则与加法原则

n 𝑟 −排列及其应⽤

n 𝑟 −组合及其应⽤

n 环排列的计数

n 不可区分的排列与有重复的组合

n 鸽笼原理及其应⽤（自学内容）



本讲主要内容

3本讲主要内容

n 基本概念：随机事件与概率

n 离散概率引论

n 事件的运算与概率⽅法

n 离散概率模型：古典概型

n 条件概率及其应⽤

n ⻉叶斯定理及其应⽤

n 独⽴事件的概率



宇宙是确定的还是随机的？

4随机事件与概率



宇宙是确定的还是随机的？

5引 ⼦

In quantum physics the biggest
unsolved problem is the question
of what we actually describe in
our theory：What is observation? 
and What is information?
        —— Anton Zeilinger
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随机现象与随机事件

6随机事件与概率

n 例1：⼀个袋⼦中有⼗个完全相同的⽩球，

搅匀后从中任意摸取⼀球，问取出的球是

什么颜⾊?

¡ 在没取出球之前，就能知道取出的必定是白

色的，这种现象是必然的，称为确定现象
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随机现象与随机事件（续）

7随机事件与概率

n 例2：⼀个袋⼦中有⼗个完全相同的球，其中

5个是⽩⾊的，另外5个是⿊⾊的，搅匀后从

中任意摸取⼀球，问取出的球是什么颜⾊?

¡ 在球没有取出以前，我们不能确定取出的球是白

的还是黑的；类似这种取出的球的颜色不确定的

现象称为随机现象



随机现象与随机事件（续）

8随机事件与概率

n 定义（试验）：对随机现象的⼀次观察

（observation）称为试验（experiment）

n 定义（随机试验）：满⾜以下3个条件的试验称为随

机试验（random experiment），有时简称试验

¡ ⑴ 试验可以在相同的情形下重复进行；

¡ ⑵ 试验的所有可能结果是明确可知的且不止一个；

¡ ⑶ 每次试验总是恰好出现这些可能结果中的一个，但在

一次试验之前却不能确定这次试验会出现哪一个结果



随机现象与随机事件（续）

9随机事件与概率

n 定义（样本空间，随机事件）：随机试验的每⼀个

可能结果称为基本事件或样本点（sample
point），⼀般⽤字⺟𝜔表示；基本事件或样本点的

全体（全集）称为样本空间（sample space）， ⼀

般⽤字⺟𝜴或𝑺表示；由基本事件构成的𝜴的⼦集称

为复杂事件，⼀般⽤⼤写字⺟ 𝐴, 𝐵, 𝐶 等表示。⽆论

基本事件还是复杂事件，它们在试验中发⽣与否都

具有随机性，所以都称为随机事件，简称事件

（event）



随机现象与随机事件（续）

10随机事件与概率

n 事件有两个极端情况，因为𝜴是由所有基本事件组
成的，在任一次试验中，必然要出现𝜴中的某一基
本事件𝜔，即𝜔 ∈ 𝜴，因此𝜴必然会发生；故可用𝜴
表示一个必然事件或确定事件

n 相应地， ∅ ⊆ 𝜴，但在任何一次试验中，均不可能
有任何基本事件 𝜔 ∈ ∅，也就是说 ∅不可能发生，
故可用∅表示不可能事件

n 必然事件和不可能事件的发生与否，已经失去了不
确定性，因此本质上它们并不是随机事件，但为了
理论的完备性，仍把它们看作随机事件的两个极端
情形



事件的关系与运算
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n 例：⼀个盒⼦中有10个完全相同的球，分别标有号

码1, 2,⋯ , 10；从中任取1个球，令：𝑖 =

取得的球的标号为𝑖 , 𝑖 = 1, 2,⋯ , 10，则：

¡ ⑴ 1, 2,⋯ , 10分别叫做： ；

¡ ⑵ 𝜴 = 为样本空间；

¡ ⑶ 取得球的号码不为1,2,⋯ , 10 为 事件；

¡ ⑷ 𝐴 = 取得球的号码为偶数 叫做 事件；

¡ ⑸ 𝐵 = 取得球的号码 ≤ 5 叫做 事件.

基本事件

1, 2,⋯ , 10

不可能

复杂

复杂



事件的关系与运算（续）

12随机事件与概率

n 如果事件𝐴的发⽣必然意味着事件𝐵的发⽣，则称𝐵包

含了𝐴，并记作𝐴 ⊂ 𝐵或𝐵 ⊃ 𝐴（对任意𝐴约定∅ ⊂ 𝐴）

¡ 例：上例中若令𝐴 = 球的标号 = 6 ，𝐵 = 球的标号为偶 ，

则事件𝐴的发⽣就必然意味着事件𝐵的发⽣，故有𝐴 ⊂ 𝐵

n 若同时有𝐴 ⊂ 𝐵和𝐵 ⊂ 𝐴成⽴，则称事件𝐴与𝐵相等，

记为𝐴 = 𝐵；相等的两个事件总是同时发⽣或同时不

发⽣



事件的关系与运算（续）

13随机事件与概率

n “事件𝐴与𝐵中⾄少有⼀个发⽣”，这样的⼀个事件

称作事件𝐴与𝐵的并（或和），记作𝐴 ∪ 𝐵或𝐴 + 𝐵

¡ 例：前例中若令𝐴 = 球的标号为偶 ，𝐵 = 标号不⼤于3 ，

则𝐴 ∪ 𝐵 = {球的标号为1, 2, 3, 4, 6, 8, 10}

n “事件𝐴与𝐵同时发⽣”，这样的⼀个事件称作事件

𝐴与𝐵的交（或积），记作𝐴 ∩ 𝐵或𝐴𝐵

¡ 例：前例中若令𝐴 = 球的标号为偶 ，𝐵 =

球的标号不⼤于3 ，则𝐴 ∩ 𝐵 = {球的标号为2}



事件的关系与运算（续）

14随机事件与概率

n “事件𝐴发⽣⽽事件𝐵不发⽣”，这样的事件称作事

件𝐴与𝐵的差，记作𝐴 − 𝐵

¡ 例：前例中若令𝐴 = 球的标号为偶 ，

    𝐵 = 球的标号 ≤ 3 ，则𝐴 − 𝐵 = {球的标号为4, 6, 8, 10}

n “事件𝐴与𝐵不能同时发⽣”，即𝐴𝐵 = ∅，称事件𝐴

与𝐵的不相容（或互斥）

¡ 例：前例中若令𝐴 = 球的标号为偶 ，

𝐵 = 球的标号 = 3 ，则事件𝐴与事件𝐵不相容



事件的关系与运算（续）
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n 若𝐴为⼀事件，令𝐴̅ = 𝜴 − 𝐴，称事件𝐴̅是𝐴的对⽴事

件或逆事件。显然，在⼀次试验中若𝐴发⽣，则𝐴̅必

然不发⽣，反之亦然；⼆者必发⽣其⼀且只发⽣其

⼀，故有：𝐴̅𝐴 = ∅, 	𝐴 ∪ 𝐴̅ = 𝜴, 	 ̅𝐴̅ = 𝐴

¡ 例：前例中若令𝐴 = 球的标号为偶 ，则𝐴̅ =

球的标号为奇



事件的关系与运算（续）
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n 事件的关系与集合的运算的对⽐：

¡ 样本空间𝜴⟺全集𝜴

¡ 基本事件𝜔 ⟺全集的元素𝜔 ∈ 𝜴

¡ （复杂）事件⟺全集的(可测*)子集𝐴 ⊆ 𝜴

¡ 事件𝐴的对立事件⟺集合𝐴的绝对补集𝜴− 𝐴

¡ 必然事件⟺全集𝜴

¡ 不可能事件⟺空集∅



事件的关系与运算（续）
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n 事件的关系与集合的运算的对⽐（设𝐴, 𝐵 ⊆ 𝜴）：

¡ 事件𝐴发生意味事件𝐵发生⟺ 𝐴 ⊂ 𝐵

¡ 事件𝐴与𝐵至少发生一个⟺ 𝐴∪ 𝐵

¡ 事件𝐴与𝐵同时发生⟺ 𝐴∩ 𝐵或𝐴𝐵

¡ 事件𝐴发生而事件𝐵不发生⟺ 𝐴−𝐵

¡ 事件𝐴与𝐵不相容⟺ 𝐴𝐵 = ∅



随机事件与概率
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n 研究随机现象，不仅关⼼试验中会出现哪些事件，

更重要的是想知道事件出现的可能性⼤⼩，也就是

事件的概率（probability）
事件发生的可能性
越大，概率就
越大！概率是随机事件

发生可能性大小
的度量。



什么是概率？
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n 定义（频率）：在相同的条件下进⾏了𝑛次试验，在

这𝑛次试验中，事件𝐴发⽣的次数𝑚与试验次数𝑛的⽐

值 !
"

称为本试验中事件 𝐴 发⽣的频率（frequency），

记为𝜔(𝐴)。易⻅，若𝐴为随机试验𝐸的任⼀事件，有：

¡ ⑴  0 ≤ 𝜔 𝐴 ≤ 1

¡ ⑵ 𝜔 𝜴 = 1

¡ ⑶ 𝜔 ∅ = 0



频率与概率
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n 实验：将⼀枚硬币抛掷 5 次、50 次、500 次，各做 
7 遍，观察正⾯出现的次数及频率

试验
序号

!=!
!" !"!"ω

1
2
3
4
5
6
7

2
3

1
5
1
2
4

!" !"!"ω

!"=!

22
25

21

25

24
18

27

!"

!""=!

251
249

256
247

251
262
258

0.4
0.6

0.2

1.0

0.2

0.4
0.8

0.44
0.50

0.42

0.48
0.36
0.54

!"!"ω

0.502
0.498

0.512
0.494

0.524

0.516

0.50

0.502



频率与概率（续）
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n 历史上有许多⼈做过抛硬币实验：下表可⻅，随着
试验次数的增多，正⾯向上的次数稳定地接近1/2



频率与概率（续）
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n 上⾯的实验数据可看出，频率具有随机波动性，即对

于同样的𝑛，所得的频率不⼀定相同

n 抛硬币次数 𝑛较⼩时，频率的随机波动幅度较⼤，但

随𝑛的增⼤，频率𝜔呈现出稳定性，即当𝑛逐渐增⼤时

频率总是在0.5附近摆动且逐渐稳定于0.5

n 这个稳定值从本质上反映了事件在试验结果的统计中

出现可能性的⼤⼩，它就是事件在统计意义下的概率



概率的统计定义

23随机事件与概率

n 定义（概率的统计诠释）：在随机试验中，若事件

𝐴出现的频率𝑚/𝑛随着试验次数𝑛的增加趋于某⼀常

数𝑝 (0 ≤ 𝑝 ≤ 1)，则定义事件𝐴的概率为𝑝，记作

𝑃(𝐴) = 𝑝（或Pr 𝐴 = 𝑝、Pr𝐴 = 𝑝），此为概率的

古典定义

n 诠释：在此统计定义下，频率被认为是事件发⽣的

概率的统计近似，由于当试验次数⾜够多时频率趋

于稳定，故可以将频率看做概率的⼀种“度量”



统计定义的概率的性质
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n 由统计定义的概率的性质来⾃于频率的性质：

n ⑴ ⾮负性：𝑃 𝐴 ≥ 0（来源于𝜔 𝐴 ≥ 0）

n ⑵ 规范性：𝑃 𝜴 = 1（来源于𝜔 𝜴 = 1）

n ⑶ 有限可加性：若𝐴, 𝐵互不相容（即事件𝐴与𝐵相互

排斥：𝐴𝐵 = ∅），则𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃(𝐵)（来

源于𝜔 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝜔 𝐴 + 𝜔 𝐵 ），并可推⼴



统计诠释概率的现实意义

25随机事件与概率

n 由于频率的稳定性，通过理论计算或者试验统计获

得随机事件的概率，便可推测未来发⽣该事件的⼏

率，这往往对决策和评估具有现实意义

¡ 例如：了解来商场购物的顾客人数的各种可能性大小，

以合理配置服务人员；了解发生意外人身事故的可能性

大小，以确定保险金额；了解每年最大洪水超警戒线可

能性大小，以确定合理的堤坝高度



概率的公理化定义
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n ⽤频率的统计定义来说明概率有⼀定的科学性，但

定义中所谓频率的稳定性事实上隐含着要做⽆数次

试验来确定某⼀事件的概率，这很难让⼈接受

n Hilbert于1900年倡导推动概率的公理化（Hilbert 第

六问题），后在1933年由前苏联数学家Колмого́ров

（柯尔莫⼽洛夫）完成。概率的公理化是概率论的

发展史上的⼀个⾥程碑



概率的公理化定义（续）
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n 定义（概率的公理化系统， Колмого ́ров 1933）：设𝜴为

⼀样本空间，如果对任⼀事件𝐴，赋予⼀个实数𝑃 𝐴 ，若集

合函数𝑃:𝒫(𝜴) → ℝ满⾜以下系统公理：

¡ Ax.1（非负性）𝑃 𝐴 ≥ 0；

¡ Ax.2（规范性）𝑃 𝜴 = 1；

¡ Ax.3（可列可加性）若𝐴!, 𝐴", ⋯为互不相容事件，𝑖. 𝑒. 𝐴#𝐴$ =

∅ (𝑖 ≠ 𝑗)，则有𝑃 ⋃#%!& 𝐴# = ∑#%!& 𝑃 𝐴#

则称𝑃 𝐴 为事件𝐴的概率，即随机事件𝐴发⽣可能性的度量

n 概率的统计诠释事实上是Колмого ́ров⼤数定律的反映



离散概率
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n 定义（离散概率）：设𝜴为离散样本空间（𝑖. 𝑒.  只

有有穷个或可数无穷个样本点的样本空间），实函

数𝑝:𝜴 → ℝ满⾜以下条件：

¡ ⑴  ∀𝜔 ∈ 𝜴, 0 ≤ 𝑝 𝜔 ≤ 1；

¡ ⑵  ∑!∈# 𝑝 𝜔 = 1

    称𝑝为𝜴上的概率，𝑝(𝜔)是样本点𝜔的概率。事件𝐴

的概率规定为𝑃 𝐴 = ∑6∈8 𝑝 𝜔



离散概率中事件的性质及运算

29离散概率引论

n 性质1：不可能事件的离散概率为0：𝑃 ∅ = 0

n 性质2：对任⼀随机事件𝐴，𝑃 𝐴̅ = 1 − 𝑃 𝐴

n 性质3：若𝐴 ⊃ 𝐵，则：

¡ 𝑃 𝐴 − 𝐵 = 𝑃 𝐴 − 𝑃(𝐵)；

¡ 𝑃 𝐴 ≥ 𝑃(𝐵)

n 性质4：对任意的两个事件𝐴, 𝐵皆有：

¡ 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴𝐵 ；

¡ 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 ≤ 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵  性质4可由容斥原理进行推广



离散概率的例⼦
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n 例1：投硬币

¡ 样本点：𝜔$（正面向上）、𝜔%（背面向上），

𝜴 = 𝜔$, 𝜔% ，𝑝(𝜔$) = 𝑝(𝜔%) = 1/2

n 例2：摸⼩球

¡ 样本点：𝜔&（摸到编号为𝑖的小球）, 𝑖 = 0,1,⋯ , 9

𝜴 = 𝜔&|𝑖 = 0,1,⋯ , 9 ，𝑝(𝜔&) = 1/10, 𝑖 = 0,1,⋯ , 9；记𝐴：

摸到编号不超过5的小球，则𝐴 = 𝜔&|𝑖 = 0,1,⋯ , 5 , 𝑃(𝐴) = 0.6



离散概率的例⼦
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n 例3*：⽹站访问次数

¡ 考虑某网站的主页在一天内被访问的次数，则𝜴 = ℕ，设

𝜴上的概率𝑝 𝑖 = '!

&!
𝑒)', 𝑖 = 0,1,⋯，其中𝜆 > 0为常数，易

验证𝑝(𝑖)满足离散概率之条件：⑴ ∀𝑖 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑝 𝑖 ≤ 1； 

⑵ ∑&*$+ '!

&!
𝑒)' = 𝑒)'∑&*$+ '!

&!
= 𝑒)'𝑒' = 1 ，故网站主页被

访问次数服从某种离散概率分布（i.e. 泊松分布）



古典概率模型

32概率模型

n 定义（古典概率模型，Laplace）：如果⼀个随机试

验𝐸具有以下两个特征： 

¡ 样本空间的元素（基本事件）仅有有限个；

¡ 每个基本事件出现的可能性相同

   则称𝐸为拉普拉斯试验，其模型称为古典概率模型（古

典概型）。古典概型的计算：𝑃 𝐴 = 8中样本点的个数
𝜴中样本点总数

n 例：投⼀枚质地均匀的骰(tóu)⼦（⾊⼦）



古典概率模型的例⼦

33概率模型

n 例1（无放回的摸球问题）：设袋中有 𝑀 个⽩球和

𝑁 个⿊球，现从袋中⽆放回地依次摸出 𝑚 + 𝑛 个

球，求所取球恰好含𝑚个⽩球，𝑛个⿊球的概率？

¡ 解：设𝐴 = 所取球恰好含𝑚个白球，𝑛个⿊球 ，样本点

总数为 ,-.
/-0 ；𝐴所包含的样本点个数为 ,

/
.
0 ，故根

据古典概型，所求概率为：𝑃 𝐴 =
"
#

$
%

"&$
#&%



古典概率模型的例⼦（续）

34概率模型

n 例2（有放回的摸球问题）：设袋中有4只红球和6

只⿊球，现从袋中有放回地摸球3次，求前2次摸

到⿊球且第3次摸到红球的概率？

第1次摸球 10种第2次摸球 10种第3次摸球 10种

6种第1次摸到黑球 6种第2次摸到黑球4种第3次摸到红球



古典概率模型的例⼦（续）

35

n 例2 （有放回的摸球问题） ：设袋中有4只红球和

6只⿊球，现从袋中有放回地摸球3次，求前2次摸

到⿊球且第3次摸到红球的概率？

¡ 解：设𝐴 = 前2次摸到⿊球，第3次摸到红球 ，样本点

总数为10×10×10；𝐴所包含的样本点个数为6×6×4，故

根据古典概型，所求概率为：𝑃 𝐴 = 1×1×3
%$×%$×%$ = 0.144

概率模型
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n 课堂练习：

n ⑴ 电话号码问题：在7位数的电话号码中（首位可
以为0），求各位数字互不相同的概率？

n ⑵ 扑克牌问题：在一副正牌中随机抽一手（5张）
牌，一色的概率为多少？3𝐴加一对子概率为多少？

n ⑶ 生日问题：某班20位学生都是同一年出生的，
求有10位学生生日是1月1日，另外10位学生生日
12月31日的概率？

𝑃(10,7)/10'

4 13
5 / 52

5

"(
!(

!(
!(

365"(

概率模型

4
3 ⋅ 12 ⋅ 4

2 / 52
5

古典概率模型的例⼦（续）
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n 例（生日问题）：某班级有𝑛个⼈(𝑛 < 365)，则⾄

少有两个⼈的⽣⽇在同⼀天的概率？

¡ 解：假定按一年365天计算，令：

𝐴 = {𝑛个⼈中⾄少有2⼈的⽣日相同}，则𝐴̅ =

{𝑛个⼈的⽣日完全不同}，故有：

基本事件总数 = ；

𝐴̅中基本事件个数 = ；

故由古典概型：𝑃 𝐴̅ =                           

3650

365 ⋅ 364 ⋅ ⋯ ⋅ (365 − 𝑛 + 1)
365 ⋅ 364 ⋅ ⋯ ⋅ (365 − 𝑛 + 1) 

3650

概率模型

古典概率模型的例⼦（续）
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n 例（生日问题）：某班级有𝑛个⼈(𝑛 < 365)，则⾄

少有两个⼈的⽣⽇在同⼀天的概率？

¡ 解（续）：故𝑃 𝐴 = 1 − 𝑃 𝐴̅ = 1 −

415⋅413⋅⋯⋅(415)0-%) 
415% .

¡ 讨论：对不同的𝑛（班级人数），𝑃(𝐴)的值如下：

    可见，在班级人数超过一定数量时“班级中至少有两人

生日相同”这件事发生的概率是相当大的概率模型

古典概率模型的例⼦（续）
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n 例（生日问题）：某班级有𝑛个⼈(𝑛 < 365)，求⾄

少有两个⼈的⽣⽇在同⼀天的概率？

概率模型

古典概率模型的例⼦（续）



条件概率的引⼊

40条件概率

n 引例1：抛掷⼀颗匀质骰⼦，观察出现的点

数，求出现的点数为不⼩于3的偶数的概率

¡ 解：设（复杂）事件 𝐴 表示出现的点数为不小

于3的偶数，则样本空间大小：𝑛 = 6，𝐴包含的

基本事件为“出现 4 点”和“出现 6 点”，即

𝑚 = 2 ，故根据古典概型， 𝑃 𝐴 = !
"
= 1/3 .

□



条件概率的引⼊（续）

41条件概率

n 引例2：抛掷⼀颗匀质骰⼦，若已观察到掷
出的点数为偶数，求出现的点数为2的概率
¡ 解：设事件𝐴表示出现的点数为2；事件𝐵表示
出现的点数为偶数，则待解问题是求在事件𝐵已
发生的基础上事件𝐴发生的概率。若无限制，则
事件𝐴发生的概率是𝑃 𝐴 = 1/6；而在事件𝐵已
发生的情况下，试验所有可能的结果即为𝐵，共
3个元素，它们的出现是等可能的，其中只有1
个元素在集合𝐴中，于是所求概率为1/3. □



条件概率的引⼊（续）

42条件概率

n 定义（条件概率）：在事件 𝐵 已经发⽣的

条件下事件 𝐴 发⽣的概率，称为条件概率

（conditional probability），记为𝑃 𝐴 𝐵

（英文读作“the conditional probability

of 𝐴 given 𝐵”）



概率乘法公式与条件概率公式

43条件概率

n 由引例2易⻅：事件𝐴（抛出2点）与事件𝐵（抛出
偶数点）的关系为𝐴 ⊂ 𝐵，故两事件同时发⽣的概
率为𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 = 1/6；根据乘法原理，两事
件同时发⽣（i.e.抛出的为偶数点且为2）的概率为
抛出偶数点的概率𝑃(𝐵)乘以（在抛出偶数点已发
⽣时）⼜抛出2点的概率𝑃(𝐴|𝐵)，即概率乘法公式：
𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝐵 𝑃(𝐵)，可得条件概率公式：

𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐴𝐵
𝑃 𝐵



条件概率的性质

44条件概率

n 条件概率𝑃(⋅ |𝐵)具有以下三个基本性质：

¡ ⑴ ⾮负性：对任意事件𝐴, 𝑃 𝐴 𝐵 ≥ 0；

¡ ⑵ 规范性：𝑃 𝜴 𝐵 = 1；

¡ ⑶ 可列可加性：设𝐴%, 𝐴:, ⋯为互不相容事件，𝑖. 𝑒. 𝐴&𝐴; =
∅ (𝑖 ≠ 𝑗)，则𝑃 ⋃&*%+ 𝐴& 𝐵 = ∑&*%+ 𝑃 𝐴& 𝐵

n 易见，若 𝑃 𝐵 > 0 ，则 𝑃(⋅ |𝐵) 满足概率的公理化定义，故

𝑃(⋅ |𝐵)是𝜴上的一个概率，特别当𝐵 = 𝜴时， 𝑃(⋅ |𝐵)就是原

来的概率𝑃(⋅)，也就是说𝑃(⋅ |𝐵)是将原来的样本空间𝜴缩减

为𝐵之后的事件“⋅”的概率



条件概率的应⽤

45条件概率的应⽤

n 例1 (Girl or boy paradox)：⼀家中有两个孩⼦，已知
其中有⼀个是⼥孩，这时另⼀个孩⼦也是⼥孩的概率是

多少?（假定⼀个孩⼦是男孩还是⼥孩是等可能的）
¡ 解：问题的样本空间为（男孩用𝐵表示，女孩用𝐺表示）

𝜴 = 𝐵𝐵, 𝐵𝐺, 𝐺𝐵, 𝐺𝐺 ，根据问题，设事件𝐵 =
有⼀个孩⼦是⼥孩 = 𝐵𝐺, 𝐺𝐵, 𝐺𝐺 ；事件𝐴 =
另⼀个孩⼦也是⼥孩 = 𝐺𝐺 ；则：⑴由条件概率公式

计算：𝑃 𝐴 𝐵 = <(=>)
<(>) =

%
3 /

4
3 = 1/3；⑵在缩减样本空间

𝐵上计算：𝑃 𝐴 𝐵 = |=|
|>|
= 1/3



条件概率的应⽤（续）

46条件概率的应⽤

n 例2：设某种动物由出⽣算起活到20年以上的概率

为0.8，活到25年以上的概率为0.4；问现年20岁的

这种动物，它能活到25岁以上的概率是多少？

¡ 解：设事件𝐵 = 可以活到20年以上 ；事件𝐴 =

可以活到25年以上 ；由题设，𝑃 𝐴 = 0.4，𝑃 𝐵 =

0.8，𝐴 ⊂ 𝐵且事件𝐵已经发生，故根据条件概率公式，

有：𝑃 𝐴 𝐵 = <(=>)
<(>) =

<(=)
<(>) = 0.5



条件概率的应⽤（续）

47条件概率的应⽤

n 例3（抽签问题）：⼀场精彩的⾜球赛将要举⾏，5
个球迷只拿到了1张⼊场券，⼤家都想去，只好⽤抽
签的⽅法来解决：5张同样的卡⽚，只有⼀张上写有
“⼊场券”，其余的为空⽩。将它们放在⼀起洗匀，
让5个⼈依次抽取。每⼈抽签之后秘不示⼈且不放回，
只待最后揭晓。由此引发讨论：

“因为入场券抽出后
就没有了，先抽的人
比后抽的人机会大！”

“大家不必争先恐后，
按次序来，谁抽到的
机会都一样大！”



条件概率的应⽤（续）

48条件概率的应⽤

n 解（抽签问题概率分析）：用𝐴&表示事件“第𝑖个人抽到入

场券（𝑖 = 1,2,⋯ , 5）”

¡ 第一人抽签时：显然有：𝑃 𝐴! = 1/5，𝑃 𝐴! = 4/5；
¡ 第二人抽签时：由于第1人抽中与否的信息未向外泄露，若要抽中，

必然蕴含条件“第1人未抽中”，故由乘法原理，事件𝐴" = 𝐴!𝐴"，

故由条件概率得：𝑃 𝐴" = 𝑃 𝐴! 𝑃 𝐴" 𝐴! = )
*
⋅ !
)
= 1/5；

¡ 第三人抽签时：第1、2人抽中与否的信息均未知，故若要抽中，必

然蕴含前两人均未抽中，即𝐴+ = 𝐴!𝐴"𝐴+，由条件概率公式：

𝑃 𝐴+ = 𝑃 𝐴! 𝑃 𝐴"|𝐴! 𝑃 𝐴+ 𝐴!𝐴" = )
*
⋅ +
)
⋅ !
+
= 1/5；

¡ 以此类推：每人抽中的概率均为1/5，故不泄露信息的抽签问题中

抽中的概率与顺序无关，等同于有放回的摸球问题



条件概率的应⽤（续）

49条件概率的应⽤

如果我知道同伙中谁被
处决，那么剩下的2人中
必有一人被赦免，所以我
被赦免的概率就从1/3
增加到了1/2！

n 例4（三囚犯谜题）：监狱看守通知三个囚犯，在
他们中要随机选出⼀个赦免，⽽另外两个将被处决。
待看守选定后，囚犯甲请求看守秘密地告诉他，另
外两个囚犯中谁将被处决，请问他的做法是否明智？



条件概率的应⽤（续）

50条件概率的应⽤

n 例4（三囚犯谜题）：监狱看守通知三个囚犯，在他
们中要随机选出⼀个赦免，⽽另外两个将被处决。
待看守选定后，囚犯甲请求看守秘密地告诉他，另
外两个囚犯中谁将被处决，请问他的做法是否明智？

No！
如果你知道了你的同伙
中谁将被处决，那么你
自己被赦免的概率依然
为1/3，而剩下的一个同
伴被赦免的概率将增加

到2/3！

……



条件概率的应⽤（续）

51条件概率的应⽤

n 例4（三囚犯谜题解）：记事件 𝐴 = 囚犯甲被赦免 ， 𝐵 =
囚犯⼄被赦免 ，𝐶 = 囚犯丙被赦免 。无附加条件（𝑖. 𝑒. 信
息无泄漏）时， 𝑃 𝐴 = 1/3；当甲知道囚犯乙将被处决，该

信息中不涉及事件𝐴，所以𝑃 𝐴 = 1/3，𝑃 𝐵 = 0，𝑃 𝐶 =
𝑃 𝐵 ∪ 𝐶 = 1 − 𝑃 𝐴 = 2/3，因此看守的结论是正确的

……
No！

如果你知道了你的同伙
中谁将被处决，那么你
自己被赦免的概率依然
为1/3，而剩下的一个同
伴被赦免的概率将增加

到2/3！



条件概率的应⽤（续）

52条件概率的应⽤

n 例5（三门问题，Monty Hall problem）：假设你正在参加
⼀个有奖游戏：在三扇⻔中选择⼀扇打开后可以获得后⾯的
奖品。主持⼈会告诉你其中⼀扇后⾯有⼀辆⻋，其余两扇后
⾯则是⼭⽺。⾸先你选择了⼀道⻔；然后知道⻔后⾯有什么
的主持⼈会开启另⼀扇后⾯有⼭⽺的⻔。然后主持⼈问你：

“你想改变主意而选择另外一扇门吗？”



条件概率的应⽤（续）

53条件概率的应⽤



全概率公式

54全概率公式

n 定义（样本空间的划分）：设样本空间𝜴，如果事件

𝐵%, 𝐵:, ⋯ , 𝐵0两两互不相容且⋃&*%0 𝐵& = 𝜴，则称𝐵%, 𝐵:, ⋯ , 𝐵0是

样本空间𝜴的⼀个划分（partition，或称分划）

n 定理（全概率公式）：设𝐵%, 𝐵:, ⋯ , 𝐵0是样本空间的⼀个划分且

𝑃 𝐵& > 0, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛，𝐴是任⼀随机事件，则：

𝑃 𝐴 =X
&*%

0
𝑃 𝐵& 𝑃 𝐴 𝐵&

¡ 证明：由于𝐵!, 𝐵", ⋯ , 𝐵,互不相容，事件𝐴 = 𝐴𝜴 = 𝐴(⋃#%!, 𝐵#) =

⋃#%!, 𝐴𝐵#，故𝑃 𝐴 = 𝑃 ⋃#%!, 𝐴𝐵# = ∑#%!, 𝑃(𝐴𝐵#) = ∑#%!, 𝑃 𝐵# 𝑃 𝐴 𝐵# .□



全概率公式的讨论

55全概率公式

𝑃 𝐴 =X
&*%

0
𝑃 𝐵& 𝑃 𝐴 𝐵&

n 由全概率公式不难看出，“全部”概率 𝑃(𝐴) 被分

解为许多“部分”概率之和

n 全概率公式的理论和实际意义在于：在较复杂情

况下直接计算 𝑃(𝐴) 不易,但 𝐴 总伴随着某些 𝐵C 出

现，同时𝑃(𝐵C)和𝑃(𝐴|𝐵C)则较易通过观察或经验获

得



全概率公式的讨论（续）

56全概率公式

X
&*%

0
𝑃 𝐵& 𝑃 𝐴 𝐵& = 𝑃 𝐴

n 反过来考虑，某⼀事件 𝐴 的发⽣有各种可能的原

因，如果𝐴是由原因𝐵C 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 所引起，则𝐴

发⽣的概率可由全概率公式给出——每⼀原因都

可能导致𝐴的发⽣，故𝐴发⽣的概率是各原因引起

𝐴 发⽣概率的总和，故可形象地将全概率公式视为

“由原因推结果”



全概率公式的应⽤

57全概率公式

n 例：为了解⼀只股票未来⼀定时期内价格的变化，往往会去

分析影响股票价格的基本因素，⽐如利率的变化。现假设⼈

们经分析估计未来利率下调的概率为60%，利率不变的概率

为40%。根据经验⼈们估计，在利率下调的情况下，该股票

的价格上涨的概率为80%，⽽在利率不变的情况下，其价格

上涨的概率为40%，求该只股票未来上涨的概率

n 解：记事件𝐴为“利率下调”，𝐴̅即为“利率不变”；记事件𝐵为“股票

价格上涨”；依题意， 𝑃 𝐴 = 0.6 ， 𝑃 𝐴̅ = 0.4 ， 𝑃 𝐵 𝐴 = 0.8 ，

𝑃 𝐵 𝐴̅ = 0.4 。故由全概率公式，有： 𝑃 𝐵 = 𝑃 𝐴𝐵 + 𝑃 𝐴̅𝐵 =
𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 + 𝑃 𝐴̅ 𝑃 𝐵 𝐴̅ = 0.6×0.8 + 0.4×0.4 = 0.64，即该只股票未

来上涨的概率为64%



⻉叶斯定理

58⻉叶斯定理

n 引例：三个箱⼦，分别编号为1、2、3；1号箱装有1个红球

4个⽩球，2号箱装有2个红球3个⽩球，3号箱装有3个红

球。某⼈从任⼀箱中任意摸出⼀球，发现是红球。⑴求该

球是取⾃1号箱的概率；⑵该球取⾃哪号箱的可能性最⼤?

1 2 3

n 此类问题在实际中更为常⻅，它

所求的是条件概率，是已知某结

果发⽣条件下，求各原因发⽣可

能性⼤⼩



1 2 3

⻉叶斯定理（续）

59

n 引例：三个箱⼦，分别编号为1、2、3，1号箱装有1个红球

4个⽩球，2号箱装有2个红球3个⽩球，3号箱装有3个红

球。某⼈从任⼀箱中任意摸出⼀球，发现是红球；求该球

是取⾃1号箱的概率

n 解：记事件𝐴# = 球取自第𝑖号箱 , 𝑖 = 1,2,3，𝐵 = 摸出红球 。问题是

求𝑃(𝐴!|𝐵)。由条件概率公式：

𝑃 𝐴! 𝐵 =
𝑃(𝐴!𝐵)
𝑃(𝐵)

=
𝑃 𝐴! 𝑃(𝐵|𝐴!)

∑#%!+ 𝑃 𝐴# 𝑃(𝐵|𝐴#)

       将此公式一般化，便得到贝叶斯（Bayes）定理

用全概率公式
计算𝑷(𝑩)

⻉叶斯定理



⻉叶斯定理（续）

60全概率公式

n 定理（贝叶斯定理）：设𝐵%, 𝐵:, ⋯ , 𝐵0是样本空间的⼀个划

分且𝑃 𝐵& > 0, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛，𝐴是任⼀随机事件，则：

𝑃 𝐵&|𝐴 =
𝑃 𝐵& 𝑃 𝐴 𝐵&

∑;*%0 𝑃 𝐵; 𝑃 𝐴 𝐵;

n 证明：由条件概率公式：𝑃 𝐵& 𝐴 = < >!=
< =

，再分别对分子

和分母用概率乘法公式和全概率公式即得.   □



全概率公式和⻉叶斯定理的讨论

61

n 全概率公式和逆概率公式都需找⼀个两两互不相容事件

组：𝐵%, 𝐵:, ⋯ , 𝐵0，且⋃&*%0 𝐵& = 𝜴

n 将事件𝐵%, 𝐵:, ⋯ , 𝐵0视为导致事件𝐴发⽣的原因，这些原因

的概率𝑃(𝐵&)称为“先验概率（prior probability）”，先验

概率⼀般根据经验得到或容易求得；由先验概率推导事件

𝐴的发⽣概率，⽤全概率公式

n ⻉叶斯定理（或称逆概率公式）是已知结果推原因，即⽤

𝐴事件的发⽣来检验先验概率，即𝑃 𝐵& 𝐴 与𝑃 𝐵& 的差别，

前者也叫做“后验概率（posterior probability）” 

⻉叶斯定理



概率的加法公式与乘法公式

62事件的独⽴性

n 概率的加法公式和乘法公式均⽤来计算⽐较复杂的

事件的概率，它们的适⽤事件不同：

n 加法公式要求事件之间互斥：𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 +

𝑃(𝐵)，𝐴𝐵 = ∅

n 乘法公式只要求𝑃 𝐴 > 0：𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 ，

⼀般情况下𝑃 𝐵 𝐴 ≠ 𝑃(𝐵)，除⾮……



独⽴事件

63事件的独⽴性

n 前⾯讨论已知，在事件𝐵发⽣的条件下发⽣事件𝐴的

条件概率⼀般不等于𝐴的⽆条件概率，但会不会出

现𝑃(𝐴) = 𝑃 𝐴 𝐵 的情形呢？
¡ 例：将一颗匀质骰子连掷两次，设事件 𝐴 = {第⼆次掷出6点} ，

𝐵 = {第⼀次掷出6点}，显然有𝑃 𝐴 𝐵 = 𝑃 𝐴

n 已知事件B发⽣了，但它并不影响事件𝐴发⽣的概率，

这时称事件𝐴与事件𝐵独⽴（independent）

n 在两事件独⽴时由概率乘法公式𝑃 𝐴𝐵 =
𝑃 𝐴 𝑃(𝐵|𝐴)，得𝑃 𝐵 𝐴 = 𝑃(𝐵) ⟺ 𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃(𝐵)



独⽴事件（续）

64事件的独⽴性

n 定义（独立事件）：任意两事件𝐴、𝐵，若𝑃 𝐴𝐵 =
𝑃 𝐴 𝑃(𝐵)，则称事件𝐴与事件𝐵相互独⽴

n 易验证必然事件𝜴和不可能事件∅与任何事件均相

互独⽴

! !

Ω
n 独⽴与不相容的联系：若事件 𝐴

与 𝐵 不相容，则 𝑃 𝐴 ≠ 0 ∧
𝑃 𝐵 ≠ 0 → 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 ≠ 0 ，⽽

𝑃 𝐴𝐵 = 0，故事件𝐴与𝐵不独⽴



独⽴事件（续）

65事件的独⽴性

n 例（男女比例谜题）：在某个国家，⼈们只想要男

孩，每个家庭都会⼀直要孩⼦直到得到⼀个男孩。

如果⽣的是⼥孩，他们就会再⽣⼀个；如果⽣的是

男孩，就不再⽣了。假设⽣男孩和⽣⼥孩的概率相

等，那么经过⾜够⻓时间，这个国家的男⼥⽐例将

会如何？（假定⽣男孩还是⽣⼥孩是等可能的）

n 答：因为生男孩和生女孩是独立事件，故该国家的

男女比例将保持1: 1
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