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前 情 提 要

2前情提要

n 离散随机变量

n 离散随机变量的概率分布

n 离散随机变量的数学期望

n 离散随机变量的⽅差



本讲主要内容

n ⼏类具有特殊性质的关系

n 性质满⾜的充分必要条件

n 性质与运算之间的关联

n 等价关系

n 等价关系与集合划分的对应

n 关系的闭包
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关系的性质

4

n ⼈们通常把集合𝐴上的关系按其性质进⾏分类，

在此我们引⼊常⻅的⼏种性质：

¡ 自反性

¡ 反自反性

¡ 对称性

¡ 反对称性

¡ 传递性
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⾃反性

n 集合𝐴上的关系𝑅：

¡ 𝑅在𝐴上⾃反（reflexive）指：(∀𝑥 ∈ 𝐴)(𝑥𝑅𝑥)

¡ 𝑅在𝐴上反⾃反（irreflexive）指：(∀𝑥 ∈ 𝐴)(¬𝑥𝑅𝑥)

n 注意反⾃反与“⾮⾃反”的区别

n 设𝐴 = {1,2,3}，𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，则：

¡ 1,1 , 1,3 , 2,2 , 2,1 , 3,3 是

¡ 1,2 , 2,3 , 3,1 是

¡ 1,2 , 2,2 , 2,3 , 3,1 是

自反的

反自反的

既不自反也不反自反的

关系的性质 5



⾃反的充分必要条件

n 定理：𝑅是𝐴上的⾃反关系当且仅当𝑰𝑨 ⊆ 𝑅
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n 推论：𝑅是𝐴上的反⾃反关系当且仅当𝑅 ∩ 𝑰𝑨 = ∅

（注:本讲中 𝑥, 𝑦 均指序偶，与 𝑥, 𝑦 同含义）



⾃反关系的关系图与关系矩阵
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𝐴 = 𝑎, 𝑏, 𝑐
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𝑅 = 𝑎, 𝑎 , 𝑏, 𝑏 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , 𝑐, 𝑏 , 𝑐, 𝑐

关系的性质 7



对称性

n 集合𝐴上的关系𝑅：

¡ 𝑅在𝐴上对称（symmetric）指：

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝑥𝑅𝑦 → 𝑦𝑅𝑥

¡ 𝑅在𝐴上反对称（anti-symmetric）指：

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝑥𝑅𝑦𝑅𝑥 → 𝑥 = 𝑦

¡ 𝑅在𝐴上强反对称*（strongly anti-symmetric）指：

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝑥𝑅𝑦 → ¬𝑦𝑅𝑥
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对称性（续）

n 练习：设 𝐴 = 1,2,3 ，𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴

¡ 1,1 , 1,2 , 1,3 , 2,1 , 3,1 , 3,3 是

¡ 1,2 , 2,3 , 2,2 , 3,1 是

¡ 1,2 , 2,3 , 3,1 是

反对称的

既是反对称的，也是强反对称的

对称的
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正确理解对称性的定义

n 关系𝑅满⾜对称性： ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝑥𝑅𝑦 → 𝑦𝑅𝑥

¡ 考虑蕴含式的成⽴条件，若𝑅为空关系∅，则𝑥𝑅𝑦恒假，但

逻辑命题仍然成⽴

n 因此：空关系∅是对称关系

n 反对称并不是对称的否定：令𝐴 = 1,2,3 , 𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴

¡ 1,1 , 2,2 既是对称的，也是反对称的

¡ ∅是对称关系，也是反对称关系，同时还是强反对称关系
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对称的充分必要条件

n 定理：𝑅是集合𝐴上的对称关系当且仅当𝑅 = 𝑅"#
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对称的充分必要条件（续）

n 定理：𝑅在𝐴上反对称当且仅当𝑅 ∩ 𝑅"# ⊆ 𝑰𝑨
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对称关系的关系图与关系矩阵
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a

b c

𝐴 = 𝑎, 𝑏, 𝑐

𝑅 = 𝑎, 𝑎 , 𝑏, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑐 , 𝑐, 𝑏 , 𝑐, 𝑐
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传递性

n 集合𝐴上的关系𝑅：

¡ 𝑅在𝐴上传递（transitive）指：

(∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴)(𝑥𝑅𝑦𝑅𝑧 → 𝑥𝑅𝑧)

n 设𝐴 = 1,2,3 ，𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，则：

¡ 1,1 , 1,2 , 1,3 , 2,1 , 2,2 , 2,3 , 3,3 是

¡ 1,2 , 2,3 , 3,1 是

¡ 1,3 是

¡ ∅是

传递的

非传递的

传递的

传递的
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传递的充分必要条件

n 定理：𝑅在𝐴上传递当且仅当𝑅 ∘ 𝑅 ⊆ 𝑅

15关系的性质



传递关系的关系图和关系矩阵

a

b c

𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}
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𝑅 = 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑐 , 𝑏, 𝑏 , 𝑏, 𝑎 , 𝑏, 𝑐 , 𝑐, 𝑐
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练 习

n 设𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}，𝑅$ = ∅，𝑅# =
𝑎, 𝑎 , 𝑏, 𝑏 , 𝑐, 𝑐 , 𝑑, 𝑑 , 𝑎, 𝑑 ，𝑅% = 𝑐, 𝑑 ，

𝑅& = {(𝑎, 𝑐), (𝑐, 𝑑)}，那么：

¡ 满⾜⾃反关系的是

¡ 满⾜反⾃反关系的是

¡ 满⾜对称关系的是

¡ 满⾜反对称关系的是

¡ 满⾜传递关系的是

𝑅$

𝑅%，𝑅&，𝑅'
𝑅%

𝑅%，𝑅$，𝑅&，𝑅'

𝑅%，𝑅$，𝑅&
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⼀些常⽤关系的性质

= ≤ < | ≡! ∅ 𝐸
⾃  反 P P O P P O P

反⾃反 O O P O O P O

对  称 P O O O P P P

反对称 P P P P O P O

传  递 P P P P P P P 
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关系性质的“模型”表现
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关系性质的矩阵特征*
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等价关系

n 定义（等价关系）：设𝐴为集合，𝑅为𝐴上的

关系，若𝑅⾃反、对称且传递，称𝑅为𝐴上的

等价关系（equivalence relation）。这时把

𝑥𝑅𝑦记为𝑥~"𝑦或简记为𝑥~𝑦

n ⼀个著名的等价关系是：整数集ℤ上关于模

𝑛的同余关系
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等价关系（续）

n 证明：整数集ℤ上关于模𝑛的同余关系为等价关系
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等价类

n 定义（等价类）：令𝑅为𝐴上的等价关系，对任意

𝑎 ∈ 𝐴，𝑎关于𝑅的等价类（equivalence class） 𝑎 '：

𝑎 ' ≝ 𝑏 ∈ 𝐴 𝑎𝑅𝑏

简记为[𝑎]（或𝑅 𝑎 ，𝑅(𝑎)）

¡ 例1：若𝑅为ℤ上的相等关系，则： 𝑛 = 𝑛

¡ 例2：若𝑅为ℤ上的关于模𝑛的同余关系，则：

𝑥 = 𝑦 𝑥 ≡ 𝑦 mod 𝑛 = 𝑥 + 𝑘𝑛 𝑘 ∈ ℤ
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等价类（续）
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等价类的代表元素

n 对于等价类 𝑎 ' = 𝑏 ∈ 𝐴 𝑎𝑅𝑏 ，𝑎称为这个等价

类的代表元素

n 其实，该等价类的每个元素都可以做代表元素：

∀𝑎 ∈ 𝐴 𝑎𝑅𝑏 → 𝑎 = 𝑏

¡ 证明：由于𝑎𝑅𝑏，对任意𝑡 ∈ 𝐴，若𝑡 ∈ [𝑎]，则𝑎𝑅𝑡，

根据𝑅的对称性与传递性，可得𝑏𝑅𝑡；因此 𝑡 ∈ [𝑏]，

故 𝑎 ⊆ [𝑏]；同理可证得 𝑏 ⊆ [𝑎]. □
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等价类的性质

n 定理：
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等价类的性质（续）
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商 集

n 定义（商集）：设 𝑅为⾮空集合 𝐴上的等价关系，
以𝑅的所有等价类作为元素的集合称为𝐴关于𝑅的
商集（quotient set），记为𝐴/𝑅：

𝐴/𝑅 = 𝑥 ' 𝑥 ∈ 𝐴

28商集与集合的划分



商集与集合的划分
n 定义：设𝐴为⾮空集合，若𝐴的⼦集族Π (Π ⊆ 𝑃(𝐴)，
即Π为𝐴的某些⼦集构成的集合)满⾜以下条件：

¡ ⑴ ∅ ∉ Π

¡ ⑵ (∀𝑋, 𝑌 ∈ Π)(𝑋 ≠ 𝑌 → 𝑋 ∩ 𝑌 = ∅)

¡ ⑶ ⋃Π = 𝐴

则称Π是𝐴的⼀个划分（partition），称Π中的元素
为𝐴的划分块（block）

n ⾮空集合𝐴的每⼀个商集都对应𝐴的⼀个划分
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商集与集合的划分（续）
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关系的闭包（closure）

n 定义（关系的闭包）：设𝑅为集合𝐴上的关系，𝑃

为某个性质（即自反性，对称性，传递性之⼀），

若存在𝑆 ⊆ 𝐴×𝐴，使得：

¡ ⑴ 𝑅 ⊆ 𝑆

¡ ⑵  𝑆具有性质𝑃

¡ ⑶  ∀𝑇 𝑅 ⊆ 𝑇 ∧ 𝑇 具有性质𝑃 → 𝑆 ⊆ 𝑇

则称𝑆为“相对于𝑃的𝑅的闭包（简称𝑅的𝑃闭包）”
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闭包的存在性
n 定理：𝑅的𝑃闭包存在且唯⼀
证明：⑴ 唯一性：设𝑅$, 𝑅&为𝑅的𝑃闭包，由闭包定义，有

𝑅$ ⊆ 𝑅& ∧ 𝑅& ⊆ 𝑅$，从而𝑅$ = 𝑅&
⑵ 存在性：设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，令 H𝑅 = ⋂ 𝑋 𝑅 ⊆ 𝑋 ∧ 𝑋具有性质𝑃 ，

由于𝐴×𝐴 ∈ 𝑋 𝑅 ⊆ 𝑋 ∧ 𝑋具有性质𝑃 ，故 H𝑅有定义。在上述闭

包的定义中，易见 H𝑅满足性质⑴、⑶ ，以下证明性质⑵ ，即 H𝑅
具有性质𝑃：

ü Case 1：𝑃为自反性,

若∀𝑋 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋 ，则 𝑥, 𝑥 ∈ H𝑅，从而 H𝑅自反；

ü Case 2，Case 3：𝑃为对称性或传递性，同理可证.      □
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关系闭包的构造

n 上⾯已经证明𝑅的𝑃闭包存在，但上述定理中的做法

并不实⽤，以下给出闭包的实⽤构造：

n 设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，

¡ ⑴ 𝑅的⾃反闭包 𝑟 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅% = 𝑅 ∪ 𝑰𝑨

¡ ⑵ 𝑅的对称闭包 𝑠 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅)$

¡ ⑶ 𝑅的传递闭包 𝑡 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅& ∪ 𝑅' ∪⋯ = ⋃ 𝑅* 𝑛 ∈ ℕ+
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关系闭包的构造（续）

n ⑴  𝑟 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅$ = 𝑅 ∪ 𝑰𝑨
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关系闭包的构造（续）

n ⑵  𝑠 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅"#

n 证明：

¡ 显然𝑅 ⊆ 𝑅 ∪ 𝑅)$

¡ (证明𝑅 ∪ 𝑅)$具有对称性)∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∪ 𝑅)$ ⟺ 𝑥, 𝑦 ∈
𝑅 ∨ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅)$ ⟺ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 ∨ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 ⟺ (𝑦, 𝑥) ∈
𝑅)$ ∨ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 ⟺ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 ∪ 𝑅)$

¡ (证明𝑅 ∪ 𝑅)$具有极小性)假设𝑅′为对称关系且𝑅 ⊆ 𝑅′，
则：∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∪ 𝑅)$ ⟺ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∨ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅)$ ⟺
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∨ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 ⇒ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅′ ∨ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅′ ⟺
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅′ ∨ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅′ ⟺ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅′，故𝑅 ∪ 𝑅)$ ⊆ 𝑅,

¡ 根据对称闭包的定义，有𝑠 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅)$.   □
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关系闭包的构造（续）

n ⑶  𝑡 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅% ∪ 𝑅& ∪⋯ = ⋃ 𝑅( 𝑛 ∈ ℕ)
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关系闭包的构造（续）

n ⑶  𝑡 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅% ∪ 𝑅& ∪⋯ = ⋃ 𝑅( 𝑛 ∈ ℕ)
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传递闭包的“模型表象”

n 𝑡 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅% ∪ 𝑅& ∪⋯ = ⋃ 𝑅( 𝑛 ∈ ℕ)

Ø 例：
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BA DC
𝑀! =

0 1
0 0

0 0
0 1

0 0
1 0

0 0
1 0

BA DC

BA DC

BA DC
𝑀!
" =

0 1
0 0
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0 1
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1 0
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= 𝑀!

𝑀!
# =

0 0
1 0

0 1
1 0

0 0
0 1

0 0
0 0

𝑀!
$ =

1 0
0 1

1 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1



关系闭包的构造（续）
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关系闭包的构造（续）

n 命题：设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，且 𝐴 = 𝑛，令 P𝑅 = ⋃ 𝑅* 𝑖 ≤ 𝑛 ，

则 ∀𝑚 > 𝑛 𝑅+ ⊆ P𝑅

n 证明：设𝐴 = {𝑎!, 𝑎", ⋯ , 𝑎#}，𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，𝑚 > 𝑛，任取 𝑎, 𝑏 ∈

𝑅$ , 由 𝑎𝑅$𝑏 , 故 ∃𝑥%, 𝑥!, ⋯ , 𝑥$ ∈ 𝐴 , 使 𝑎 = 𝑥% , 𝑏 = 𝑥$ 且

𝑥%𝑅𝑥!𝑅⋯𝑅𝑥$, ∵ 𝑥%, 𝑥!, ⋯ , 𝑥$ ⊆ 𝐴, ∴ 𝑥%, 𝑥!, ⋯ , 𝑥$ ≤ 𝑛；

由鸽笼原理，必存在𝑥&% , 𝑥&& , ⋯ , 𝑥&'使𝑥%𝑅𝑥&%𝑅𝑥&&𝑅⋯𝑅𝑥&'𝑅𝑥$
且 𝑘 < 𝑛，从而 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅'(! ⊆ H𝑅，故𝑎 9𝑅𝑏. □

n 推论：若 𝐴 = 𝑛，则𝑡 𝑅 = 𝑅 ∪ 𝑅% ∪ 𝑅& ∪⋯∪ 𝑅(
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关系闭包的性质
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闭包的关系矩阵表示

n 定理：设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴且𝐴 = {𝑎#, ⋯ , 𝑎(}，𝑀'为𝑅的关系

矩阵(∨和⊙分别为关系矩阵的布尔和和布尔积运算)：

¡ ⑴ 𝑀0 1 = 𝑀1 ∨ 𝑀𝑰𝑨 = 𝑀1 ∨ 𝑰3  (𝑰3为单位矩阵
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1 |"|

)

¡ ⑵ 𝑀4 1 = 𝑀1 ∨ 𝑀1
5

¡ ⑶ 𝑀6 1 = 𝑀1 ∨ 𝑀1
& ∨ ⋯∨𝑀1

[*]

这里𝑀1
[9] = 𝑀1⊙𝑀1⊙⋯⊙𝑀1

9
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⽤矩阵乘法计算传递闭包

𝑛×𝑛矩阵相乘，结果中每一项，要做2𝑛 − 1
次布尔运算(积与和)，总共需要计算𝑛&项。

𝑛×𝑛矩阵相加,要做𝑛&做次布尔和运算

本算法共进行𝑛 − 1次矩阵乘加运算。

总运算量𝑛& 2𝑛 − 1 𝑛 − 1 + 𝑛& 𝑛 − 1 =
2𝑛' 𝑛 − 1 ，因此算法Tranclosure ∈ 𝑂(𝑛()
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⽤矩阵乘法计算传递闭包 (续)

44求传递闭包的Warshall算法



求传递闭包的Warshall算法

45

n 1962年，Stephen Warshall提出⼀种计算⼆元关系
传递闭包的⾼效算法，算法采⽤动态规划

（dynamic programming）的思想，将问题求解的
阶段进⾏划分

n Warshall算法通过关系图模型更容易理解：要确定
传递闭包的关系矩阵中的每⼀项，对应于确定关系

图中任意两顶点之间是否存在路径，这实际上就是

把传递闭包运算转换为关系图中找路径的运算
求传递闭包的Warshall算法



求传递闭包的Warshall算法（续）

46

n Warshall算法⾼效的根源在于可以直接利⽤上⼀步

计算结果中的有效信息简化当前步的计算过程

n 如图，上⼀轮计算已经产⽣了𝑎* → 𝑎,以及𝑎, → 𝑎-的

路径，当新⼀轮计算加⼊𝑎,点作为中间点时，⽴即

可知道存在𝑎* → 𝑎, → 𝑎-的路径

求传递闭包的Warshall算法

ai aj

ak

中间点，在集合 𝑎!, 𝑎", ⋯ , 𝑎#$! 中



ai aj

ak

集合{𝑎!, ⋯ , 𝑎#$!}中的所有内点

𝑅(*) 𝑖, 𝑗 = 1当且仅当:

• 𝑅(*,-) 𝑖, 𝑗 = 1 或

• 𝑅(*,-) 𝑖, 𝑘 = 1且 𝑅(*,-) 𝑘, 𝑗 = 1

47求传递闭包的Warshall算法

求传递闭包的Warshall算法（续）

n Warshall算法的核⼼思想是避免直接计算原始关系

矩阵𝑀' (记为𝑅($))的⾼次幂，⽽采⽤通过第𝑖 − 1轮

的关系矩阵𝑅(*"#)中的有效信息计算𝑅(*)的⽅式迭代

地找出当前轮次中由传递关系产⽣的新的序偶



Warshall算法的过程

48求传递闭包的Warshall算法

n 𝑅(") 是原关系的关系矩阵 

n 𝑅($) 包含可以⽤第⼀个顶点作为中间点的路径信息

⋮

n 𝑅(%) 即为所有的顶点作为中间点寻找有向路径，所以

𝑅(%)就是待求的传递闭包

n Warshall算法的正确性就来源于通过𝑅(&'$)来计算𝑅(&)，

最终获得所有顶点之间潜在的可达性，即在每⼀轮迭

代循环中关系图中所有顶点对的可达性保持循环不变*



Warshall算法的过程（续）

49求传递闭包的Warshall算法

n 递推关系式（状态转移⽅程）：

𝑅*-
(,) = 𝑅*-

(,"#) ∨ (𝑅*,
,"# ∧ 𝑅,-

,"# )



Warshall算法的过程（续）

50求传递闭包的Warshall算法

n 算法实例：

¡ (a)为关系图，(b)为关系矩阵𝐴，(c)为𝑡(𝐴)的关系矩阵𝑇



该矩阵反映了不包
含中间顶点的路径，
框起来的行和列用
来计算𝑅(%)

该矩阵反映了包含编号
不大于1的中间顶点（也
就是𝑎）的路径(有一条
从𝑑到𝑏的新路径)框起来
的行和列用来计算𝑅(')

包含编号不大于2的中
间顶点(也就是𝑎, 𝑏)

包含编号不大于3的中
间顶点𝑎, 𝑏, 𝑐)的路径，
没有新路径

包含编号不大于4的中间
顶点(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)的路径.
有五条新路径

求传递闭包的Warshall算法 51

Warshall算法的过程（续）



Warshall算法的过程（续）

ALGORITHM WARSHALL

1. CLOSURE ¬𝑀%

2. FOR k := 1 TO n

FOR i := 1 TO n

FOR j := 1 TO n

CLOSURE[i, j] ¬ CLOSURE[i, j] 

Ú (CLOSURE[i, k] Ù CLOSURE[k, j])

3. 𝑀&(%) ¬ CLOSURE

END.

这个语句在三重循环内，
执⾏𝑛'次，每次执⾏2个
布尔运算（和与积）

总运算量: 2𝑛'

52求传递闭包的Warshall算法

因此算法Warshall ∈ 𝑂(𝑛')



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 9.1.4、9.3—9.5 节

n 课后习题：

¡ Problem Set 15

n 提交时间： 4⽉15⽇ 10:00 前

53课后作业



集合划分的计数*

𝐵*+$ = Z
9>%

*
𝑛
𝑘
𝐵9

贝尔数具有一个指数生成函数

Z
*>%

?
𝐵*
𝑛!
𝑧* = 𝑒@))$

𝑛元集合的划分总数称为“贝尔数（Bell number）”。前7个贝

尔数分别为：B0 = 1, B1 = 1, B2 = 2, B3 = 5, B4 = 15, B5 = 52 和 B6 = 

203. 贝尔数可由以下递归式给出：

54Tip：集合划分的计数



关系矩阵的运算*

关系的矩阵运算 55



关系矩阵的运算*（续）

关系的矩阵运算 56

𝑀)⊙𝑀% （注：有教材中定义为𝑀%∘) = 𝑀%⊙𝑀)，两者皆可）


