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前 情 提 要

2前情提要

n 关系的⼏类重要性质

¡ 自反性、对称性、传递性

n 性质满⾜的充分必要条件

n 性质与运算之间的关系

n 等价关系

n 等价关系与集合划分的对应

n 关系的闭包



本讲主要内容

3本讲主要内容

n 偏序关系

n 偏序集与哈斯图

n 偏序集中的特殊元素

n 特殊元素的性质

n 偏序格



偏序关系(partially ordered relation)

偏序关系 4

n 定义（偏序关系）：⾮空集合𝐴上的⾃反、
反对称和传递的关系称为𝐴上的偏序关系，
记为：≼

n 设≼为偏序关系，若 𝑎, 𝑏 ∈≼，则记为𝑎 ≼ 𝑏，
读作“𝑎⼩于或等于𝑏”



偏序关系（续）

偏序关系 5

：

：

：



偏序集

偏序集 6

n 定义（偏序集）：集合𝐴和𝐴上的偏序关系≼

⼀起称为偏序集（partially ordered set,

poset），记作 𝐴,≼

n 例：

¡ 整数集ℤ同⼩于等于关系构成偏序集 ℤ,≤

¡ 集合𝐴之幂集𝒫(𝐴)同集合包含关系构成偏序集

𝒫 𝐴 ,⊆



偏序集（续）

偏序集 7

例：证明 𝒫 𝐴 ,⊆ 为全序当且仅当 𝐴 ≤ 1



偏序集（续）

偏序集 8

n 例：字典序（lexicographic order）与偏序集

n 设字⺟表为Σ，给定偏序集 Σ, ≼! ，其中偏
序关系≼!为字⺟表上的顺序，在Σ×Σ上定义
新关系“≼”： 𝑎, 𝑏 ≼ 𝑎", 𝑏" ⟺在Σ中有
𝑎 ≺! 𝑎′或者有𝑎 = 𝑎′且𝑏 ≼! 𝑏′

n 易证≼为Σ×Σ上的偏序关系；上述构造为两
个字⺟组成单词的情况，可扩展到其它情况



偏序集（续）

偏序集 9

n 例：在字典中“𝑝𝑎𝑟𝑡”和“𝑝𝑎𝑟𝑘”两个单词

的顺序如何？

n 定义全序集（⼩写字⺟表）𝑆 = {𝑎, 𝑏, 𝑐,⋯ , 𝑧}，

元素满⾜线序关系𝑎 ≼ 𝑏, 𝑏 ≼ 𝑐,⋯ , 𝑦 ≼ 𝑧，令

𝑆# = 𝑆×𝑆×𝑆×𝑆 ， 易 ⻅ ， 𝑝, 𝑎, 𝑟, 𝑡 ∈ 𝑆# ，

𝑝, 𝑎, 𝑟, 𝑘 ∈ 𝑆#；根据字典序，𝑝𝑎𝑟𝑘先于𝑝𝑎𝑟𝑡



哈斯图（Hasse diagrams）

𝑎

𝑏

𝑐
将偏序关系简化为哈斯图：

• 隐去所有顶点上的环

• 隐去所有因传递关系引出的边

• 根据箭头的方向自下而上重新
排列所有的顶点，然后将所有

的有向边替换为无向边
𝑎

𝑏

𝑐

哈斯图

• 可见哈斯图中的边表示自上而
下的覆盖
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哈斯图（续）

11哈斯图

n 例：画出偏序集( 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ,整除) 和

𝒫 𝑎, 𝑏, 𝑐 , ⊆ 的哈斯图



哈斯图（续）

12哈斯图



哈斯图（续）

13哈斯图



哈斯图（续）

14哈斯图



哈斯图（续）

15哈斯图
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偏序集中的特殊元素及其性质

16偏序集中的特殊元素及其性质

： ( )



偏序集中的特殊元素及其性质（续）

17偏序集中的特殊元素及其性质

( )：



从哈斯图看特殊元素

18偏序集中的特殊元素及其性质
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𝐵!上界的集合

𝐵!的上确界

𝐵"下界的集合

𝐵"上界的集合

𝐵"的下确界

从哈斯图看特殊元素（续）

偏序集中的特殊元素及其性质 19
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偏序集中的特殊元素及其性质（续）

偏序集中的特殊元素及其性质
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偏序集中的特殊元素及其性质（续）

偏序集中的特殊元素及其性质
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偏序集中的特殊元素及其性质（续）

偏序集中的特殊元素及其性质
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偏序集中的特殊元素及其性质（续）

偏序集中的特殊元素及其性质
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偏序集与格

偏序关系与格 24

n 格（lattice）作为⼀个代数系统（第17讲

介绍）可以通过两种⽅式进⾏定义：

¡ (1) 通过偏序集与偏序关系定义

¡ (2) 通过普通集合与特殊运算定义

n 本讲我们仅从偏序的⻆度去定义格，并研

究其中基于偏序关系的格的基本运算



偏序关系与格（续）

偏序关系与格 25

n 格作为偏序集的定义：

( )：



偏序关系与格（续）

偏序关系与格 26
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偏序关系与格（续）

偏序关系与格 27

( )
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格的对偶原理

格的对偶原理 28

：



格的对偶原理（续）

29格的对偶原理



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 9.6 节

n 课后习题：

¡ Problem Set 16

n 提交时间：4⽉22⽇ 10:00前

30课后作业


