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前 情 提 要

2前情提要

n 对称的代数

n 半群

n Monoid

n 群

n 群论公理

n 群的性质



本讲主要内容

本讲主要内容

n ⼦群的定义

n ⼦群的判定定理

n 有限⼦群的判定定理

n 群中元素的阶

n 陪集与集合的划分

n Lagrange定理
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⼦ 群
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n ⼦群是群的⼦代数（subalgebra）

n 定义（子群）：

设 𝐺,∗, 𝑒,!" 为群，若子集𝐻 ⊆ 𝐺和运算∗满足：

(1) (∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻)(𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐻)（运算封闭性）

(2) 𝑒 ∈ 𝐻（单位元封闭性）

(3) (∀𝑥 ∈ 𝐻)(𝑥!" ∈ 𝐻)（逆元封闭性）

则称 𝐻,∗ 为 𝐺,∗ 的子群（subgroup），记为 𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ ，

若𝐻 ⊂ 𝐺，称 𝐻,∗ 为 𝐺,∗ 的真子群，记为 𝐻,∗ < 𝐺,∗



⼦ 群（续）
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n 设 𝐺,∗, 𝑒,!" 为 群 ， 则 𝑒 ,∗ ≤ 𝐺,∗ 和

𝐺,∗ ≤ 𝐺,∗ 称 为𝐺的 平 凡 ⼦ 群 （ trivial 

subgroup）

n ⼦群的例⼦：

¡ ℤ,+ ≤ ℝ,+

¡ 𝑏ℤ,+ ≤ ℤ,+ ，𝑏 ∈ ℤ

⼦ 群



⼦群的判定定理
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n 考虑⼦群的存在条件：

⼦ 群



⼦群的判定定理（续）

7⼦ 群

n 定理（子群判定定理）：

𝐺,∗, 𝑒,!"

𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗
𝐻,∗, 𝑒,!"



⼦群的判定定理（续）

8⼦ 群

𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ 𝐻,∗, 𝑒,!"

𝐻,∗, 𝑒,!"

𝐻,∗ 𝐺,∗



有限⼦群的判定定理

9⼦ 群

n 定理（有限子群判定定理）：

设𝐺为群，𝐻是𝐺的⾮空有穷⼦集，则𝐻是

𝐺的⼦群当且仅当：∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻, 𝑎𝑏 ∈ 𝐻



有限⼦群的判定定理（续）
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n 证明：

   必要性(⇒)：显然；

   充分性：只需要证明对𝑎 ∈ 𝐻, 𝑎!" ∈ 𝐻：任取𝑎 ∈ 𝐻，
若𝑎 = 𝑒则𝑎!" = 𝑒 ∈ 𝐻；若𝑎 ≠ 𝑒，令𝑆 = {𝑎, 𝑎#, 𝑎$, ⋯ }，

则𝑆 ⊆ 𝐻。因为𝐻是有穷集，必有𝑎% = 𝑎&；不妨设正整数

𝑖 < 𝑗，根据群𝐺的消去律，有𝑎&!% = 𝑒，由于𝑎 ≠ 𝑒，故

𝑗 − 𝑖 > 1，由此可得：𝑎&!%!"𝑎 = 𝑒且𝑎𝑎&!%!" = 𝑒。从而

𝑎!" = 𝑎&!%!" ∈ 𝐻.   □



群中元素的阶
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n 定义（群中元素的阶）：
𝐺,∗



群中元素的阶（续）
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n 例：

群中元素的阶

ℤ#,⊕#

ℤ$,⊕$

Klein四元群 𝑉,∗

各元素的阶如下：

Klein 四元群 𝑉,∗

𝑉,∗



群中元素的阶（续）
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n 定理（元素的阶的性质）：

群中元素的阶

𝐺,∗ 为群



群中元素的阶（续）

14

n ⑴ 对𝑘 ∈ ℤ#，𝑎$ = 𝑒 ⇔ 𝑎 |𝑘

群中元素的阶



群中元素的阶（续）

15群中元素的阶

(4) 由(3)可知，

(2) 𝑎 = |𝑎!"|(3) 𝑎𝑏 = |𝑏𝑎|(4) 𝑏!"𝑎𝑏 = |𝑎|

Case 1: 若𝑎𝑏的阶有穷，设为𝑟, 从而 𝑎𝑏 #$" = 𝑎 𝑏𝑎 #𝑏

        从而𝑎𝑏 = 𝑎 𝑏𝑎 #𝑏，故 𝑏𝑎 # = 𝑒.故𝑏𝑎的阶也有穷，设为𝑟′
        由(1)的结论，𝑟%|𝑟; 同理可证 𝑏𝑎 = 𝑟′时|𝑎𝑏|也有穷，若    

 设为𝑟,则𝑟|𝑟′，因此 𝑎𝑏 = |𝑏𝑎|;

Case 2: 若𝑎𝑏为无限阶元*（注意：这对于无限群是有可能的），由

        循环群（第20讲）相关理论可证 𝑏𝑎 = ∞，即： 𝑎𝑏 = |𝑏𝑎|;



群中元素的阶（续）

16群中元素的阶

n 例题：设 𝐺,∗ 为群，试证明：若 𝐺 = 𝑛，则

𝐺中阶⼤于2的元素有偶数个

证明：



陪集与群的分解
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n 以下讨论群论中⼀个意义深远的问题：

子群将群分解为陪集 (coset)
n 定义（陪集）：设 𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ , 𝑎 ∈ 𝐺，令：

𝐻𝑎 = ℎ𝑎 ℎ ∈ 𝐻 ，𝑎𝐻 = 𝑎ℎ ℎ ∈ 𝐻

称𝐻𝑎(或𝑎𝐻)为⼦群𝐻在𝐺中的右(或左)陪集，

𝐻在𝐺中右(或左)陪集的个数称为𝐻在𝐺中的指

数(index)，记为[𝐺: 𝐻]



陪  集（续）
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n 例1：令𝐻 = 2𝑛 𝑛 ∈ ℤ , 𝐻,+ ≤ ℤ,+ ，𝑎 ∈ ℤ,

𝐻𝑎 = 2𝑛 + 𝑎 𝑛 ∈ ℤ ∵对 𝑘 ∈ ℤ，𝐻 2𝑘 + 1 = ℤ −

𝐻，𝐻 2𝑘 = 𝐻，∴ ℤ:𝐻 = 2, 此例中𝑎𝐻 = 𝐻𝑎

n 例 2： ℤ.,⊕. 为群，令𝐻 = {0,3}，则 𝐻,⊕. ≤

ℤ.,⊕. ，且𝐻0 = 𝐻，𝐻1 = 1,4 , 𝐻2 = 2,5 ，

𝐻3 = 3,0 = 𝐻 , 𝐻4 = 4,1 = 𝐻1 , 𝐻5 = 5,2 =

𝐻2，因此 ℤ.: 𝐻 = 3，易⻅⋃ 𝐻𝑎 𝑎 ∈ ℤ. = ℤ.
陪集与群的分解



陪集与划分
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n 定理（陪集与划分）：设 𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ ，

⑴ 𝐻𝑒 = 𝐻

⑵ (∀𝑎 ∈ 𝐺)(𝑎 ∈ 𝐻𝑎) 从⽽ ⋃ 𝐻𝑎 𝑎 ∈ 𝐺 = 𝐺

⑶ (∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺)(𝐻𝑎 = 𝐻𝑏 ∨ 𝐻𝑎 ∩ 𝐻𝑏 = ∅)

⑷ 𝐻𝑎 𝑎 ∈ 𝐺 为𝐺之划分

陪集与群的分解



陪集与划分
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⑴ 𝐻𝑒 = 𝐻⑵ (∀𝑎 ∈ 𝐺)(𝑎 ∈ 𝐻𝑎) 从而 ⋃ 𝐻𝑎 𝑎 ∈ 𝐺 = 𝐺⑶ (∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺)(𝐻𝑎 = 𝐻𝑏 ∨ 𝐻𝑎 ∩ 𝐻𝑏 = ∅)⑷ 𝐻𝑎 𝑎 ∈ 𝐺 为𝐺之划分

陪集与群的分解



陪集等价关系
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n 定义“右陪集关系”：设 𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ ，定

义𝐺上的⼆元关系𝑹：

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 𝑎𝑹𝑏 ⇔ 𝑎𝑏!" ∈ 𝐻

则𝑹是𝐺上的等价关系，且 𝑎 𝑹 = 𝐻𝑎

n 相应地，可以定义“左陪集关系”𝑹′：

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 𝑎𝑹′𝑏 ⇔ 𝑏!"𝑎 ∈ 𝐻
陪集与群的分解



陪集等价关系（续）
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n 引理（陪集相等的判定）：设 𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ ，

则∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺：

𝑎 ∈ 𝐻𝑏 ⇔ 𝑎𝑏!" ∈ 𝐻 ⇔ 𝐻𝑎 = 𝐻𝑏

证明*：

    参见[屈婉玲] p.188 定理 10.8 的证明部分

陪集与群的分解



陪集等价关系（续）
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n 证明（右陪集关系是等价关系）：对于群𝐺的子群𝐻，

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹 ⇔ 𝑎𝑏!" ∈ 𝐻，则二元关系𝑹满足：

¡ 自反性：∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑎𝑎!" = 𝑒 ∈ 𝐻 ⇔ 𝑎, 𝑎 ∈ 𝑹；

¡ 对称性：∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹 ⇒ 𝑎𝑏!" ∈ 𝐻 ⇒ 𝑎𝑏!" !" ∈ 𝐻 ⇒
𝑏𝑎!" ∈ 𝐻 ⇒ 𝑏, 𝑎 ∈ 𝑹；

¡ 传递性：∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹 ∧ 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑹 ⇒ 𝑎𝑏!" ∈ 𝐻 ∧ 𝑏𝑐!" ∈
𝐻 ⇒ 𝑎𝑏!" 𝑏𝑐!" = 𝑎 𝑏!"𝑏 𝑐!" = 𝑎𝑐!" ∈ 𝐻 ⇒ 𝑎, 𝑐 ∈ 𝑹.

因此关系𝑹是等价关系。下面证明∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑎 𝑹 = 𝐻𝑎：
∀𝑏 ∈ 𝐺,𝑏 ∈ 𝑎 𝑹 ⇔ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹 ⇔ 𝑎𝑏!" ∈ 𝐻 ⇔ 𝐻𝑎 =
𝐻𝑏 ⇔ 𝑏 ∈ 𝐻𝑎 (由引理及𝑏 ∈ 𝐻𝑏) .          □

陪集与群的分解



陪集与群的分解
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n 事实上，对群 𝐺,∗ 和 𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ ，若

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 ，以下5个命题等价（证明见上述引理）：

(1) 𝑎 ∈ 𝐻𝑏               (2) 𝑏 ∈ 𝐻𝑎

(3) 𝑎𝑏!" ∈ 𝐻 (4) 𝑏𝑎!" ∈ 𝐻

(5) 𝐻𝑎 = 𝐻𝑏

……陪集元素

……等价关系

……等价类
（划分块）

陪集与群的分解



群的分解的表象*（以𝑫𝟒为例）
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𝑫𝟒 =



26陪集与群的分解

群的分解的表象*（以𝑫𝟒为例）



27陪集与群的分解

群的分解的表象*（以𝑫𝟒为例）



28陪集与群的分解

群的分解的表象*（以魔⽅群为例）



Lagrange 定理
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n 引理（陪集的等势性）：

设 𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ ，𝑎 ∈ 𝐺，则𝐻 ≈ 𝐻𝑎 ≈ 𝑎𝐻

n 证明：

令 𝜏: 𝐻 → 𝐻𝑎 为 𝜏 ℎ = ℎ𝑎 ， 𝜎:𝐻 → 𝑎𝐻 为

𝜎 ℎ = 𝑎ℎ，由消去律可知𝜏,𝜎为1-1，易见𝜏,

𝜎亦为onto，故𝐻 ≈ 𝐻𝑎, 𝐻 ≈ 𝑎𝐻



Lagrange 定理（续）
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n 由上⾯的讨论可知，右陪集构成群的元素的

⼀个划分，群的每个元素恰属某个特定的右

陪集；对于有限群，即可得到以下具有重要

地位的经典结果：

n 定理(Lagrange, 1771)：设 𝐺,∗ 为有限群，

𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗ ，则 𝐺 = 𝐻 ⋅ [𝐺:𝐻]



Lagrange 定理（续）
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n Lagrange定理：设 𝐺,∗ 为有限群， 𝐻,∗ ≤

𝐺,∗ ，则 𝐺 = 𝐻 ⋅ [𝐺:𝐻]

n 证明：由于|𝐺|有穷，故[𝐺: 𝐻]有穷，设其为𝑁，从

而有𝑎6, ⋯ , 𝑎7 ∈ 𝐺使 𝐻𝑎8 1 < 𝑖 ≤ 𝑁 为𝐺之划分，

故 𝐺 = ⋃896
7 𝐻𝑎8 ；由引理，对任意 𝑖, 𝑗: 𝐻𝑎8 =

𝐻𝑎: = 𝐻 ，∴ 𝐺 = 𝐻 ⋅ 𝑁即 𝐺 = 𝐻 ⋅ [𝐺:𝐻].□



Lagrange 定理（续）
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n 推论1：设 𝐺,∗ 为有限群，𝑎 ∈ 𝐺，则|𝑎|
为|𝐺|的因⼦

n 证明*：设 𝑎 = 𝑟，因为 𝑎 ,∗ ≤ 𝐺,∗ [注]，

由Lagrange定理， 𝑎 为|𝐺|的因子，又由于
𝑎 有穷， 𝑎 = 𝑎! = 𝑒, 𝑎", 𝑎#, ⋯ , 𝑎$%" ，故
𝑎 = |𝑎|，故|𝑎|为 𝐺 的因子. □

¡ 注： 𝑎 = 𝑎; 𝑛 ∈ ℤ ， 𝑎 ,∗ 称为群𝐺关于元

素𝑎的生成子群，将在第20讲详述



Lagrange 定理 33

n 推论2*：设 𝐺,∗ 为𝑝阶群，若𝑝为素数，则

∃𝑎 ∈ 𝐺 𝑎 = 𝐺

Lagrange 定理（续）
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Lagrange 定理（续）



本次课后作业

35课后作业

n 教材内容：[屈婉玲] 10.2 节

n 课后习题：

¡ Problem Set 19

n 提交时间：5⽉6⽇ 10:00 前



伽罗⽡(1811—1832)的遗书

36Tips: Galois


