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前 情 提 要
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n 循环群与⽣成元

n 循环群的⼦群

n 群的同构与同态

n ⽆限循环群的同构群

n 有限循环群的同构群

前情提要



本讲主要内容
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n 偏序集与格（回顾）
n 格的对偶原理
n 格的性质
n 代数格与偏序格的等价性
n 格同态与格同构
n 分配格与有补格
n 布尔格与布尔代数

本讲主要内容



偏序集与格

偏序关系与格 4

n 格（lattice）作为⼀个代数系统可以通过

两种不同的⽅式进⾏定义：

¡ ⑴ 通过偏序集与偏序关系定义（见第十六讲）

¡ ⑵ 通过普通集合与特殊运算定义

n 对⽴与统⼀：本讲我们研究格在上述两种

不同的定义与表象中蕴含的统⼀的本质



偏序关系与格（续）

偏序关系与格 5

n 格作为偏序集的定义：设 𝑆, ≼ 为偏

序集，若∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆， 𝑥, 𝑦 皆有上确

界和下确界，则称集合𝑆关于偏序≼

构成（偏序）格



格导出的代数系统

6格导出的代数系统

n 若 𝐿, ≼ 构成格，则称⟨𝐿,∧,∨⟩为偏序格𝐿导出的代数系统

n ⟨𝐿,∧,∨⟩ 满⾜以下系统公理：

¡ Ax.1交换律：𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎,𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎

¡ Ax.2 结合律： 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐 = 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐 , 𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑐 = 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐)

¡ Ax.3幂等律： 𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎,𝑎 ∨ 𝑎 = 𝑎

n 满⾜上述三条公理的代数系统称为半格，记为： 𝐿,∧ 和

𝐿,∨ ；吸收律公理将两个半格统⼀为格：

¡ Ax.4吸收律：𝑎 ∧ 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎,𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑎



格中偏序的性质

7格中偏序的性质

n 定理（格的基本结构性质）：设𝐿是格，则

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿，有：

𝑎 ≼ 𝑏 ⇔ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ⇔ 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏
¡ 证明：(1)先证𝑎 ≼ 𝑏 ⇒ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎：由𝑎 ≼ 𝑎和𝑎 ≼ 𝑏

可知𝑎是{𝑎, 𝑏}的下界，因此𝑎 ≼ 𝑎 ∧ 𝑏；又因𝑎 ∧ 𝑏 ≼ 𝑎，
由反对称性得𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎；(2)再证𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ⇒ 𝑎 ∨
𝑏 = 𝑏：根据吸收律和交换律，有𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 ∧ 𝑏 ，由

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎和上式得𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎，即𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏；(3)最后

证𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ⇒ 𝑎 ≼ 𝑏：由𝑎 ≼ 𝑎 ∨ 𝑏得𝑎 ≼ 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏.□



代数格

8代数格

n 定义（代数格）：设 𝐿,∗,◦ 是代数系统，其中∗和◦是⼆元
运算，且满⾜交换律、结合律、吸收律，则称 𝐿,∗,◦ 是代
数格。以下论证代数格与偏序格的等价性

n 引理1：代数格满⾜幂等律：∀𝑎 ∈ 𝐿,𝑎 ∗ 𝑎 = 𝑎,𝑎 ∘ 𝑎 = 𝑎

¡ 根据吸收律：𝑎 = 𝑎 ◦ 𝑎 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑎 ∘ 𝑎 ，

\𝑎 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑎 ◦ 𝑎 ∗ 𝑎 = 𝑎,𝑎 ∘ 𝑎 = 𝑎 ◦ 𝑎 ∗ 𝑎 ∘ 𝑎 = 𝑎

n 引理2： 𝑎 ◦ 𝑏 = 𝑏当且仅当 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎

¡ Þ：若𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑏，则𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎

Ü：若𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎，则𝑎 ∘ 𝑏 = (𝑎 ∗ 𝑏) ◦ 𝑏 = 𝑏 ◦ (𝑏 ∗ 𝑎) = 𝑏



代数格（续）

9代数格

n 引理3：设 𝐿,∗,◦ 是代数格，定义𝐿上的关系𝑹如下：

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿，𝑎𝑹𝑏 ⟺ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑏

则𝑹是偏序关系

¡ 自反性：注意 ∘	满足幂等律（由引理1）；

¡ 反对称性：若𝑎𝑹𝑏且𝑏𝑹𝑎，则𝑎 ◦ 𝑏 = 𝑏，𝑏 ∘ 𝑎 = 𝑎，    

但𝑎 ◦ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎，\𝑎 = 𝑏；

¡ 传递性：若𝑎𝑹𝑏, 𝑏𝑹𝑐，则𝑎 ◦ 𝑏 = 𝑏，𝑏 ∘ 𝑐 = 𝑐，则𝑎 ◦ 𝑐 =
𝑎 ◦ 𝑏 ∘ 𝑐 = 𝑎 ∘ 𝑏 ◦ 𝑐 = 𝑏 ∘ 𝑐 = 𝑐，即𝑎𝑹𝑐



代数格（续）

10代数格

n 引理4：偏序格中的界可由代数格中的运算体现

n 𝑎 ∘ 𝑏是 𝑎, 𝑏 的上界

¡ 由引理1、3，𝑎 ∘ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎 ∘ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎 ∘ 𝑏	\𝑎𝑹(𝑎 ∘ 𝑏)

¡ 由引理1、3，𝑏 ∘ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎 ∘ 𝑏 ∘ 𝑏 = 𝑎 ◦ 𝑏 ∘ 𝑏 = 𝑎 ∘ 𝑏

∴ 𝑏𝑹 𝑎 ∘ 𝑏

n 𝑎 ∘ 𝑏⼜是 𝑎, 𝑏 的最⼩上界

¡ 对𝑐 ∈ 𝐿，若𝑐也是 𝑎, 𝑏 的上界，则𝑎 ∘ 𝑐 = 𝑐，𝑏 ∘ 𝑐 = 𝑐

¡ 于是：(𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 = 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐) = 𝑎 ∘ 𝑐 = 𝑐，即 𝑎 ∘ 𝑏 𝑹𝑐



代数格（续）

11代数格

n 注意：由引理2，𝑎 ◦ 𝑏 = 𝑏当且仅当𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎，因此

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿，𝑎𝑹𝑏 ⟺ 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎

n 𝑎 ∗ 𝑏即 𝑎, 𝑏 的下界
¡ ∵ 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ 𝑏

∴ 𝑎 ∗ 𝑏 𝑹𝑎
¡ ∵ (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑏) = 𝑎 ∗ 𝑏  ∴ 𝑎 ∗ 𝑏 𝑹𝑏

n 𝑎 ∗ 𝑏即 𝑎, 𝑏 的最⼤下界
¡ 任给𝑐 ∈ 𝐿，若𝑐也是 𝑎, 𝑏 的下界，则𝑐 ∗ 𝑎 = 𝑐,𝑐 ∗ 𝑏 = 𝑐
¡ 于是：𝑐 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) = (𝑐 ∗ 𝑎) ∗ 𝑏 = 𝑐 ∗ 𝑏 = 𝑐,即𝑐𝑹(𝑎 ∗ 𝑏)



偏序格与代数格的等价性

12偏序格与代数格的等价性

n 𝐿, 𝑹 即偏序格

n ∗和◦即为偏序格中的求下确界和上确界运算

n 代数格 𝐿,∗,◦ 就是 𝐿, 𝑹 导出的代数系统 
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n 偏序格与代数格的对应关系：

偏序格与代数格的等价性（续）

偏序格与代数格的等价性

（格导出的代数系统，
即格公理：∧和∨满足交
换律、结合律、吸收律
和幂等律等4个系统公理）

（代数格：二元运算∗和
∘满足交换律、结合律和
吸收律等3条代数运算律）

（偏序格： 𝐿,≼ 是偏序
集，任意2个元素在𝐿中
皆存在上确界和下确界）



⼦ 格

⼦ 格 14

n ⼦格（sub lattice）是格的⼦代数。设

𝐿,∧,∨ 是格，⾮空集合𝑆 ⊆ 𝐿，若𝑆关于𝐿中

的运算∧,∨仍构成格，称 𝑆,∧,∨ 是𝐿的⼦格



格同态

格同态 15

n 定义（格同态）：设𝐿!和𝐿"是格，函数

𝑓: 𝐿! → 𝐿"若满⾜∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿!，

𝑓 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑓 𝑎 ∧ 𝑓 𝑏

𝑓 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑓 𝑎 ∨ 𝑓 𝑏

同时成⽴，则称函数𝑓是格𝐿!到格𝐿"的同态    

映射，简称格同态



格同态的保序性
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n 定理（格同态保序）：设𝑓是格𝐿!到𝐿"的映射，

¡ ⑴ 若𝑓为格同态映射，则𝑓保序，即

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿! 𝑥 ≼ 𝑦 → 𝑓 𝑥 ≼ 𝑓 𝑦

¡ ⑵ 若𝑓为双射，则𝑓为格同构：其满足

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿! 𝑥 ≼ 𝑦 ↔ 𝑓 𝑥 ≼ 𝑓 𝑦

格同态



格同态的保序性（续）

17格同态



格同构的直观特征

18

n 观察以下2个格的哈斯图：

格同态

𝑫𝟑𝟎, | 𝓟 𝒂, 𝒃, 𝒄 , ⊆



格同构的直观特征（续）

19格同态



格同构的直观特征（续）

20格同态



格同构的直观特征（续）

21格同态



⼏种典型的格

22

n 定义（三种特殊的格）：

¡ ⑴ 链（chain）

¡ ⑵ 钻石格（diamond lattice,𝑴𝟑）

¡ ⑶ 五角格（pentagon lattice, 𝑵𝟓）

典型的格



分配格

23

n 定义（分配格）：设 𝐿,∧,∨ 为格，若

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿，有

𝑎 ∧ 𝑏 ∨ 𝑐 = 𝑎 ∧ 𝑏 ∨ (𝑎 ∧ 𝑐)

𝑎 ∨ 𝑏 ∧ 𝑐 = 𝑎 ∨ 𝑏 ∧ (𝑎 ∨ 𝑐)

则称𝐿为分配格（distributive lattice）

分配格



分配格（续）

24分配格



分配格的判定定理

25分配格

n 定理（分配格判定定理一）：设𝐿为格，

则𝐿是分配格当且仅当𝐿不含有与𝑴𝟑（钻

⽯格）或𝑵𝟓（五⻆格）同构的⼦格

n 推论：

¡ ⑴ ⼩于五元的格皆为分配格

¡ ⑵ 任何链皆为分配格



分配格的判定定理（续）

26分配格



分配格的判定定理（续）

27分配格

n 定理（分配格判定定理二）：设𝐿为格，

则𝐿是分配格当且仅当

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧ 𝑐	且	𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎 ∨ 𝑐

→ 𝑏 = 𝑐

以下证明必要性，充分性的证明留作课后思考



分配格的判定定理 (续)

证 必要性 Vab,c∈L,有

b=bV(aNb) (吸收律，交换律)

(己知条件代入)

(分配律)

已知条件代入，交换律)

(分配律)

(已知条件代入)

(交换律，吸收律)

-bV(aNe

-(bVa)A(bVe)

=(aVoA(bVe)

-(aAbVc

=(a NoVc

=c

分配格 28



分配格的判定定理 (续)

例 以下三个格都不是分配格-

在L₁中有 bVc=bVd,bAc=bAd,但 c≠d

在L₂中有 bAc=bAe,bVc=bVe,但 c≠e

在L₃中有 cAb=cAd,cVb=cVd,但 b≠d

L.L L,

分配格 29



有界格

30有界格

n 定义（有界格）：设𝐿为格，

¡ 若存在𝑏 ∈ 𝐿，使得∀𝑥 ∈ 𝐿有𝑏 ≼ 𝑥，则称

元素𝑏是格𝐿的全下界（bottom）

¡ 若存在𝑡 ∈ 𝐿，使得∀𝑥 ∈ 𝐿有𝑥 ≼ 𝑡，则称

元素𝑡是格𝐿的全上界（top）

此时格 𝐿称为有界格（bounded lattice）



有界格（续）

31有界格

n 注意：

¡ 若格𝐿中存在全下界或全上界，则⼀定唯⼀

¡ ⼀般将格𝐿的全下界记为𝟎，全上界记为𝟏

¡ 有界格𝐿⼀般记为 𝐿,∧,∨, 𝟎, 𝟏

¡ 有界格 𝐿,∧,∨, 𝟎, 𝟏 还满⾜同⼀律，即∀𝑎 ∈ 𝐿：

𝑎 ∧ 𝟎 = 𝟎, 𝑎 ∨ 𝟎 = 𝑎；𝑎 ∧ 𝟏 = 𝑎, 𝑎 ∨ 𝟏 = 𝟏



有界格（续）

32有界格

n 事实：

¡ 有限格皆为有界格，设𝐿 = 𝑎), 𝑎*, ⋯ , 𝑎+ ，则

𝑎) ∧ 𝑎* ∧ ⋯∧ 𝑎+是𝐿的全下界
𝑎) ∨ 𝑎* ∨ ⋯∨ 𝑎+是𝐿的全上界

¡ 𝟎是关于∧运算的零元，∨运算的单位元；𝟏是
关于∨运算的零元，∧运算的单位元

¡ 求涉及有界格的命题之对偶命题，还应将全下
界与全上界对换



有补格

33有补格

n 定义（有界格的补元）：设 𝐿,∧,∨, 𝟎, 𝟏 为

有界格，若对𝑎 ∈ 𝐿存在𝑏 ∈ 𝐿使得

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝟎	且 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝟏

成⽴，则称元素𝑏是𝑎的补元（complement）



有补格（续）

34有补格



有补格（续）

35有补格

n 定理（有界分配格的补元唯一）：设

𝐿,∧,∨, 𝟎, 𝟏 为有界分配格，若𝑎 ∈ 𝐿存在

补元，则其补元唯⼀

n 证明：假设𝑏, 𝑐皆为𝑎之补元，则有：

𝑎 ∨ 𝑐 = 𝟏，𝑎 ∧ 𝑐 = 𝟎；𝑎 ∨ 𝑏 = 𝟏，𝑎 ∧ 𝑏 = 𝟎

由于全上界和全下界唯一，从而有𝑎 ∨ 𝑐 = 𝑎 ∨ 𝑏，

𝑎 ∧ 𝑐 = 𝑎 ∧ 𝑏；由于𝐿是分配格，故得𝑏 = 𝑐. □



有补格（续）

36有补格

n 事实：

¡ 任何有界格的全上界𝟏和全下界𝟎互补

¡ 对于⼀般元素，可能存在补元，也可能不存

在补元

¡ 补元若存在，则可能唯⼀，也可能有多个

¡ 对于有界分配格，补元若存在则唯⼀



有补格（续）

37有补格

n 定义（有补格）：设 𝐿,∧,∨, 𝟎, 𝟏 为有界格，

若𝐿中所有元素皆存在补元，则称𝐿为有

补格（complemented lattice）

n 例：钻⽯格𝑴𝟑和五⻆格𝑵𝟓皆为有补格



布尔代数引论

38布尔代数导引

n 布尔代数是⼀种代数系统，与格⼀样，其

也有两种定义⽅式，本引论中仅看其⼀：

n 定义（布尔格）：如果⼀个格为有补分配

格，则称其为布尔格，或称布尔代数

（Boolean algebra），可记为 𝐵,∧,∨,# , 𝟎, 𝟏



布尔代数之例

39布尔代数导引



布尔代数之例

40布尔代数导引



布尔代数之例（续）

41布尔代数导引



布尔代数之例（续）

42布尔代数导引



本次课后作业

43课后作业

n 教材内容：[屈婉玲] 11.1，11.2节

n 课后习题：

¡ Problem Set 21

n 提交时间：5⽉13⽇ 10:00 前


