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前 情 提 要

2前情提要

n 偏序集与格
n 格的对偶原理
n 格的性质
n 代数格与偏序格的等价性
n 格同态与格同构
n 分配格与有补格
n 布尔格与布尔代数



本讲主要内容

3本讲主要内容

n 布尔格

n 布尔代数

n 布尔代数的性质

n 布尔代数的同态

n 有限布尔代数

n 数字逻辑电路设计*

n 布尔代数与信息论*



布尔格

4布尔格

n 定义（布尔格）：如果⼀个格为有补分配

格，则称其为布尔格或布尔代数

（Boolean algebra），可记为 𝐵,∧,∨,! , 𝟎, 𝟏

n 集合代数 𝒫 𝐵 ,∩,∪, ~, ∅, 𝐵 是布尔格

n 逻辑代数 0,1 ,∧,∨, ¬, 0,1 是布尔格



布尔格的性质

5布尔格的性质

n 观察集合代数系统 𝒫 𝐵 ,∩,∪, ~, ∅, 𝐵 ：
¡ 集合交运算满⾜交换、结合律

¡ 集合并运算满⾜交换、结合律

¡ 集合交与并运算相互满⾜吸收律（以上三点可判定为格）

¡ 集合交与并运算相互满⾜分配律，因此是分配格

¡ 定义𝒫(𝐵)上的关系𝑅，𝑥𝑹𝑦 ⇔ 𝑥 ∩ 𝑦 = 𝑥,则𝑹为集合包含

关系，是偏序，∅与𝐵分别为全下界和全上界，为有界格

¡ ∀𝑥 ∈ 𝒫 𝐵 ，~𝑥 = 𝐵 − 𝑥即为唯⼀的补元，故为布尔格



布尔代数系统

6布尔代数系统

n 布尔代数 𝐵,∗,∘,△, 𝑎, 𝑏 是代数系统，其中∗和∘是两
个⼆元运算，△是⼀元运算，𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵是零元运算
（i.e.代数常量），且满⾜下列系统公理：
¡ ∗和∘满⾜交换律：∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥, 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦 ∘ 𝑥

¡ ∗对∘、∘对∗均满⾜分配律：
∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐵, 𝑥 ∗ (𝑦 ∘ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ◦ (𝑥 ∗ 𝑧), 𝑥 ◦ (𝑦 ∗ 𝑧)
= (𝑥 ∘ 𝑦) ∗ 𝑥 ∘ 𝑧

¡ 𝑎, 𝑏分别是∘和∗的单位元：∀𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ∘ 𝑎 = 𝑥, 𝑥 ∗ 𝑏 = 𝑥

¡ ∗和∘满⾜补元律：∀𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ∗ (△ 𝑥) = 𝑎, 𝑥 ◦ (△ 𝑥) = 𝑏



布尔代数系统（续）
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n 事实：布尔代数系统 𝐵,∗,∘,△, 𝑎, 𝑏 即有补
分配格 𝐵,∧,∨,! , 0,1

n 证明（布尔代数与布尔格等价）：

n 引理1：𝑎, 𝑏分别为∗和∘的零元
¡ 证 明 ： ∀𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∗ (𝑥 ∘ 𝑏) = (𝑥 ◦△ 𝑥) ∗ (𝑥 ∘

𝑏) = 𝑥 ◦ (△ 𝑥 ∗ 𝑏) = 𝑥 ◦△ 𝑥 = 𝑏

∀𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑎 ◦ (𝑥 ∗ 𝑎) = (𝑥 ∗△ 𝑥) ◦ (𝑥 ∗ 𝑎) = 𝑥 ∗
(△ 𝑥 ∘ 𝑎) = 𝑥 ∗△ 𝑥 = 𝑎

布尔代数系统



布尔代数系统（续）
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n 事实：布尔代数系统 𝐵,∗,∘,△, 𝑎, 𝑏 即有补分配

格 𝐵,∧,∨,! , 0,1

n 引理2：含补同一性，即：

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐵, 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ∘ 𝑧 且 △ 𝑥 ∘ 𝑦 =△ 𝑥 ∘ 𝑧 → 𝑦 = 𝑧

¡ 证明：由条件可得(𝑥 ∘ 𝑦) ∗ (△ 𝑥 ∘ 𝑦) = (𝑥 ∘ 𝑧) ∗ (△ 𝑥 ∘ 𝑧)

Þ 𝑥 ∗△ 𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑥 ∗△ 𝑥 ◦ 𝑧Þ	𝑎 ∘ 𝑦 = 𝑎 ∘ 𝑧Þ 𝑦 = 𝑧

布尔代数系统



布尔代数系统（续）
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n 事实：布尔代数系统 𝐵,∗,∘,△, 𝑎, 𝑏 即有补分

配格 𝐵,∧,∨,! , 0,1

n 证明布尔代数系统满⾜吸收律：

¡ 𝑥 ◦ (𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑥 ∗ 𝑏) ◦ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑥 ∗ 𝑏 ∘ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑏 = 𝑥

¡ 𝑥 ∗ 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ∘ 𝑎 ∗ 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥 ◦ 𝑎 ∗ 𝑦 = 𝑥 ∘ 𝑎 = 𝑥

（由引理1：𝑏 ∘ 𝑦 = 𝑏，𝑎 ∗ 𝑦 = 𝑎）

布尔代数系统



布尔代数系统（续）
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n 事实：布尔代数系统 𝐵,∗,∘,△, 𝑎, 𝑏 即有补分

配格 𝐵,∧,∨,! , 0,1

n 证明布尔代数系统满⾜结合律：

¡ 注意：𝑥 ◦ 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ◦ 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥

¡ 且△ 𝑥 ◦ 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =△ 𝑥 ◦ 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = △ 𝑥 ◦ 𝑦 ∗ 𝑧

¡ 由引理2得𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧；同理可证◦满足结合律

布尔代数系统



布尔代数系统（续）
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n 事实：布尔代数系统 𝐵,∗,∘,△, 𝑎, 𝑏 即有补分

配格 𝐵,∧,∨,! , 𝟎, 𝟏

n 以上证明了布尔代数系统中的 𝐵,∗,∘ 是有界分配格

n 𝐵,∗,∘ 对应的偏序格即 𝐵,∧,∨ ，⼆元运算“∗”即

为∧,“∘”即为∨

n 由布尔代数系统公理中的单位元公理及引理1可知，

𝑎与𝑏即为全下界𝟎和全上界𝟏，故△即为求补运算′
布尔代数系统



布尔代数的性质

12布尔代数的性质



布尔代数的性质（续）

13布尔代数的性质



布尔代数的同态

14布尔代数的同态



有限布尔代数

15有限布尔代数

n 定义（格中的原子）：设𝐿是格，𝐿中有最⼩元
（全下界）𝟎，给定元素𝑎 ≠ 𝟎，若∀𝑏 ∈ 𝐿有：

0 ≺ 𝑏 ≼ 𝑎 → 𝑏 = 𝑎

则称𝑎是𝐿中的原⼦(即覆盖最⼩元的那些元素)



有限布尔代数（续）

16有限布尔代数

n 定理：设𝑎, 𝑏是格𝐿中的原⼦，若𝑎 ≠ 𝑏则𝑎 ∧ 𝑏 = 𝟎
¡ 证明：假设𝑎 ∧ 𝑏 ≠ 𝟎，注意：𝑎 ∧ 𝑏 ≼ 𝑎且𝑎 ∧ 𝑏 ≼ 𝑏，由
原子的定义：𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎，𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏，\𝑎 = 𝑏，矛盾！



有限布尔代数的表示定理

17有限布尔代数

n 定理（有限布尔代数表示定理）：设任意有限

布尔代数𝐵中全体原⼦构成的集合为𝐴，则：
𝐵 ≅ 𝒫(𝐴)

即 𝐵,∧,∨,! , 𝟎, 𝟏 ≅ 𝒫 𝐴 ,∩,∪, ~, ∅, 𝐴



有限布尔代数的表示定理（续）

18有限布尔代数

n 定理（有限布尔代数表示定理）：设任意有限

布尔代数𝐵中全体原⼦构成的集合为𝐴，则：
𝐵,∧,∨,! , 𝟎, 𝟏 ≅ 𝒫 𝐴 ,∩,∪, ~, ∅, 𝐴

n 推论1（有限布尔代数的基数）：任何有限布尔
代数的基数为2"，𝑛 ∈ ℕ



有限布尔代数的表示定理（续）

19有限布尔代数

n 推论2（有限布尔代数的同构性）：任何等势的
有限布尔代数皆同构

n 最⼩的⼏个有限布尔代数：



布尔代数与数字逻辑电路设计*

n 与𝑛 −元集之幂集代数同构的布尔代数记为𝐵!。逻辑
代数（即布尔原型）是𝐵" = 0,1 ,∧,∨, ¬, 0,1

n 𝐵!的每⼀个元素可以看做⼀个⻓度为𝑛的⼆进字符串

n ⼀个包含𝑛个输⼊、⼀个输出的逻辑电路对应于⼀个
⽤含𝑛个布尔变量的布尔代数表达式定义的布尔函数
𝑓 ∶ 𝐵"! → 𝐵"，也即 𝑓 ∶ 𝐵! → 𝐵"

n 在确定表示该函数的布尔表达式后，很容易⽤⻔电路
元件搭出所需要的逻辑电路

n 因此，关键问题是如何确定所需的布尔表达式，并将
其化为最简形式

20布尔代数与数字逻辑电路设计



⼀个逻辑电路设计的例⼦*

n 举重⽐赛中三个裁判中两个或者两个以上判定为成功则

该次成绩有效，设计⼀个电⼦打分器，输出⼀个结果：

“成功”或“失败”

布尔函数：𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1 ⟺

𝑥, 𝑦, 𝑧中⾄少有2个为1

𝑥 𝑧𝑦

0
0
0
0
1
1
1
1

0
0
1
1
0
0
1
1

0
1
0
1
0
1
0
1

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

0
0
0
1
0
1
1
1

相应的布尔表达式

𝑥′ ∧ 𝑦 ∧ 𝑧 ∨ 𝑥 ∧ 𝑦′ ∧ 𝑧 ∨
𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧′ ∨ (𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧)

21布尔代数与数字逻辑电路设计



基本逻辑元件*

x

y x⋁y

“或”⻔

x

y x∧y

“与”⻔

x x’

反相器（“⾮”⻔）

22布尔代数与数字逻辑电路设计



电路设计*

相应的布尔表达式

𝑥′ ∧ 𝑦 ∧ 𝑧 ∨ 𝑥 ∧ 𝑦′ ∧ 𝑧 ∨ 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧′ ∨ (𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧)

x

y

z

x’

y’

z’

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

23布尔代数与数字逻辑电路设计

过于复杂



卡诺图* ：𝑛 = 2

基本位置

𝑓: 𝐵, → 𝐵-

00 01

10 11

𝑦′
𝑥′

𝑥

𝑦

𝑥′ ∧ 𝑦′

𝑥 ∧ 𝑦′ 𝑥 ∧ 𝑦

𝑥! ∧ 𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥! ∧ 𝑦′ ∨ 𝑥! ∧ 𝑦
𝑥 𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦)
0 
0 
1 
1

0 
1 
0 
1

1 
1 
0 
0

𝑦′ 𝑦

𝑥

𝑥′ 1

0 0

1

24布尔代数与数字逻辑电路设计



⽤卡诺图化简布尔表达式*

𝑓: 𝐵, → 𝐵- 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥! ∧ 𝑦′ ∨ 𝑥! ∧ 𝑦 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦′)
𝑥 𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦)
0 
0 
1 
1

0 
1 
0 
1

1 
1 
1 
0

𝑦′ 𝑦

𝑥

𝑥′ 1

1 0

1

𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝒙! ∨ 𝒚′

25布尔代数与数字逻辑电路设计

基本位置

00 01

10 11

𝑦′
𝑥′

𝑥

𝑦

𝑥′ ∧ 𝑦′

𝑥 ∧ 𝑦′ 𝑥 ∧ 𝑦

𝑥! ∧ 𝑦



卡诺图* ：𝑛 = 3
00 01 1011

0

1

0 0 0 

1 0 0 

0 1 0

1 0 1 

0 0 1 0 1 1 

1 1 1 1 1 0 

x’

x

x’Ùy’Ùz’

xÙy’ÙzxÙy’Ùz’

x’Ùy’Ùz x’ÙyÙz

xÙyÙz

x’ÙyÙz’

xÙyÙz’

yÙz’yÙzy’Ùzy’Ùz’
y’ y

zz’

26布尔代数与数字逻辑电路设计



化简三个变量的布尔表达式*

𝑥 𝑧𝑦

0
0
0
0
1
1
1
1

0
0
1
1
0
0
1
1

0
1
0
1
0
1
0
1

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

1
0
1
0
1
0
1
1

布尔表达式
𝑥′ ∧ 𝑦′ ∧ 𝑧′ ∨ 𝑥′ ∧ 𝑦 ∧ 𝑧′ ∨ 𝑥 ∧ 𝑦′ ∧ 𝑧′

∨ 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧! ∨ (𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧)

𝑥′

𝑥

𝑦𝑧𝑦′𝑧 𝑦𝑧′𝑦′𝑧′

1

1 1

1

1

0 0

0

𝒛′

𝒛! ∨ (𝒙 ∧ 𝒚)

27布尔代数与数字逻辑电路设计



回归举重裁判的问题

𝑥 𝑧𝑦

0
0
0
0
1
1
1
1

0
0
1
1
0
0
1
1

0
1
0
1
0
1
0
1

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

0
0
0
1
0
1
1
1

𝑥′

𝑥

𝑦𝑧𝑦′𝑧 𝑦𝑧′𝑦!𝑧′

0

0 1

0

1

0 1

1

简化后的表达式

𝑦 ∧ 𝑧 ∨ 𝑥 ∧ 𝑧 ∨ 𝑥 ∧ 𝑦

28布尔代数与数字逻辑电路设计



改进后的电路设计

x

y

z

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

29布尔代数与数字逻辑电路设计

简化后的表达式

𝑦 ∧ 𝑧 ∨ 𝑥 ∧ 𝑧 ∨ 𝑥 ∧ 𝑦



布尔代数与信息论*

n 信息是什么？

¡ 信息是可以在在决策中消除不确定性的数据

n 信息量的大小与何有关？

¡ 与它的不确定性有关

n 如何度量信息？

¡ 将决策域确定为 𝑨,¬𝑨 中的某一个，需要用1比特

（bit）信息进行刻画（i.e. 消除50%的不确定性）

30布尔代数与信息论



布尔代数与信息论*（续）

31布尔代数与信息论



布尔代数与信息论*（续）

32布尔代数与信息论



George Boole (1815-1864)

n British mathematician and logician. Largely self-educated, Boole in
1849 was appointed Professor of Mathematics at Queen‘s College
(now University College), Cork, in Ireland. In 1854, in An Investigation
of the Laws of Thought, Boole described an algebraic system that later
became known as Boolean algebra, which is of prime importance in
the study of pure mathematics and in the design of modern
computers. ——From Microsoft Encarta

n  纯数学是布尔在⼀部他称之为《思维规律》的著
     作中发现的。  ——Bertrand Russell

n  这样说可能是夸⼤其词，但是它表明了数理逻辑
     及其分⽀在今天具有的重要程度。布尔以前的其
     他⼈，特别是莱布尼兹和德·摩根，曾经梦想要把
     逻辑本⾝加进代数的领域；布尔把它变成了现实。
                                                  ——摘⾃ E.T. Bell《数学精英》

Tip: George Boole 33



本次课后作业

34课后作业

n 教材内容：[屈婉玲] 11.2节（下次课开始

图论部分，将用回[Rosen]教材）

n 课后习题：

¡ Problem Set 22

n 提交时间： 5⽉20⽇ 10:00 前


