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在图论中（优雅地）使⽤数学归纳法

图的连通性

n 选择合适的归纳对象→根据问题的结构
¡ 点数、边数、回路数、具有特殊性质的子结构（如初

级回路，无环子图等）

n 通过局部操作将归纳对象降维
¡ 在𝑘 = 𝑛 + 1的情况下尝试通过删顶点、删边、去回路

等操作将问题简化为𝑘 = 𝑛（普通归纳）或𝑘 ≤ 𝑛（强

归纳）的情形

n 充分利⽤图的结构性质进⾏构造
¡ 还可以结合反证法等其它证明方法



前 情 提 要

4前情提要

n 图论在计算机科学中的应⽤

n 图的定义与表示 

n 图的术语

n ⼦图与图同构

n 图的基本运算

n 图模型及其应⽤

n 图的通路与回路



本讲主要内容

5本讲主要内容

n ⽆向图的连通性

n 连通的度量

n 点连通度与边连通度

n 点连通度与边连通度的关系

n 点连通度与边连通度的上限*
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⽆向图的连通性（connectivity）

⽆向图的连通性

n 定义（无向图顶点间的连通关系）：设𝐺 = 𝑉, 𝐸
为⽆向图，𝑣! , 𝑣" ∈ 𝑉(𝐺)，定义关系~：𝑣!~𝑣"若𝑣!与

𝑣"之间存在通路。易⻅，~为𝑉上的等价关系

n 定义（无向图的连通性）：若∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑢~𝑣，
称⽆向图𝐺连通（connected）

n 定义（连通分支）：商集𝑉(𝐺)/~ = 𝑉#, 𝑉$, ⋯ , 𝑉% ，

称 𝐺 𝑉# , 𝐺 𝑉$ , ⋯ , 𝐺 𝑉% 为 图 𝐺 的 连 通 分 ⽀

（connected component），其计数为𝑝 𝐺 = 𝑘
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⽆向图的连通性（续）

图的连通性

n 定义（连通图）：若⽆向图𝐺是平凡图或任何两

顶点均连通，称𝐺为连通图（connected graph），

否则称𝐺是⾮连通图（disconnected graph）或分

离图（separated graph）。显然，完全图𝐾&(𝑛 ≥

1)是连通图，零图𝑁&(𝑛 ≥ 2)是分离图且其连通

分⽀最多，为𝑝 𝑁& = 𝑛

n 对连通图，𝑝 𝐺 = 1；对⾮连通图，𝑝 𝐺 ≥ 2
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图的连通性（续）

图的连通性

n 命题：若𝐺不连通，则𝐺的补图𝐺̅连通

n 证明：

假设𝐺不连通。任给𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺̅：
¡ 如果𝑢𝑣 ∉ 𝐸(𝐺)，则𝑢与𝑣在𝐺̅中相邻；

¡ 如果𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)，因为𝐺是非连通图，一定存在顶

点𝑤与 𝑢, 𝑣在不同的连通分支中，于是 𝑢𝑤 ∉
𝐸 𝐺 , 𝑣𝑤 ∉ 𝐸(𝐺)。所以𝑢𝑤 ∈ 𝐸 𝐺̅ , 𝑣𝑤 ∈ 𝐸 𝐺̅ ，

因此(𝑢, 𝑤, 𝑣)是𝐺̅中的 𝑢, 𝑣 −通路，𝐺̅是连通图.□



n 讨论：对图𝐺进⾏哪些基本操作，会影响𝐺的连

通分⽀数𝑝(𝐺)？

9连通性的度量

连通性的度量



n 讨论：对图𝐺进⾏哪些基本操作，会影响𝐺的连

通分⽀数𝑝(𝐺)？

10连通性的度量

n ⑴ 边的删除可能导致连通分⽀数的增加：

𝒑 𝑮 ≤ 𝒑 𝑮 − 𝒆 ≤ 𝒑 𝑮 + 𝟏
¡ 第一个“不大于”显然成立(删除边𝑒只会影响𝑒所在

的那一个连通分支)

¡ 第二个“不大于”：注意在图中任意两点之间加一
条边，最多只能将两个连通分支连成一个。因此删

除某条边不会使连通分支增加多于一个

连通性的度量（续）



n 讨论：对图𝐺进⾏哪些基本操作，会影响𝐺的连

通分⽀数𝑝(𝐺)？
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连通性的度量（续）

连通性的度量



n 讨论：对图𝐺进⾏哪些基本操作，会影响𝐺的连

通分⽀数𝑝(𝐺)？
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n ⑵ 点的删除可能导致连通分⽀数的增加或减少：

𝒑 𝑮 ? 𝒑 𝑮 − {𝒗}
¡ 𝒑 𝑮 > 𝒑(𝑮 − {𝒗}) ：删除孤立顶点连通分支数会减少

¡ 𝒑 𝑮 = 𝒑(𝑮 − {𝒗}) ：删除悬挂顶点连通分支数不变

¡ 𝒑 𝑮 < 𝒑(𝑮 − {𝒗}) ：删除星图中间顶点会导致连通分

支数增加任意有限多个

连通性的度量（续）

连通性的度量
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n 定义（点割集与割点）：设⽆向图𝐺 = 𝑉, 𝐸 ，

若存在⾮空的𝑉' ⊂ 𝑉使得𝒑 𝑮 − 𝑽' > 𝒑(𝑮)⽽对

于任意的𝑉'' ⊂ 𝑉′，均有𝒑 𝑮 − 𝑽'′ = 𝒑(𝑮)，则

称集合𝑉'是𝐺的点割集，若𝑉' = 𝑣 ，称𝑣为割点

连通性的度量（续）

连通性的度量



14

连通性的度量（续）

连通性的度量



n 定义（边割集与割边）：设⽆向图𝐺 = 𝑉, 𝐸 ，

若存在⾮空的𝐸' ⊂ 𝐸使得𝒑 𝑮 − 𝑬' > 𝒑(𝑮)⽽对

于任意的𝐸′′ ⊂ 𝐸′，均有𝒑 𝑮 − 𝑬′′ = 𝒑(𝑮)，则

称集合𝐸'是𝐺的边割集，或简称割集，若𝐸' =

𝑒 ，称𝑒为割边或桥

15

连通性的度量（续）

连通性的度量
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n 命题：𝑒是割边当且仅当𝑒不在𝐺的任⼀简
单回路上 (注意：对割点则没有相应结论)
¡ 证明：Þ: 假设𝐶是包含𝑒 = (𝑥, 𝑦)的简单回路, 令

𝐶 − {𝑒} = 𝑃，𝑃是不含𝑒的(𝑥, 𝑦) −简单通路。对𝐺中
任意顶点𝑢, 𝑣，若(𝑢, 𝑣) −通路中不含𝑒，则该通路也
是𝐺 − {𝑒}中的(𝑢, 𝑣) − 通路；若(𝑢, 𝑣) −通路中含𝑒,
则将所有的𝑒均替换为𝑃，得到𝐺 − {𝑒}中的(𝑢, 𝑣) −通
路，∴ 𝐺 − {𝑒}仍连通，与𝑒是割边矛盾；

Ü: 假设𝑒 = (𝑥, 𝑦)不是割边。则𝐺 − {𝑒}仍连通，设𝑃
是𝐺 − {𝑒}中的(𝑥, 𝑦) −路径，𝑃中不含𝑒，则：𝑃 + {𝑒}
是𝐺中的简单回路，矛盾. □

连通性的度量（续）

连通性的度量



n 试观察以下4图中连通的“强度”或“牢度”
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图的连通性的度量

图的连通性的度量

Ø 图a中删除任意一条边便不连通了
Ø 图b则至少要删除两条边或删除当中那个顶点才不连通
Ø 图c删除任意一个点都不可能不连通
Ø 图d至少要删除四条边才可能不连通，且不可能通过删
除顶点使其不连通

!

"#$!
"%$!"&$!"'$!



n 如何来衡量图中连通的程度？⼀个科学的⽅法

是看图中有多少“关键”的顶点或边，去除这

些顶点或边可导致连通分⽀数的变化；因此可

考虑⽤点割集和边割集的⼤⼩来度量连通性

n 那么，应该选取最⼩的点（边）割集还是最⼤

的点（边）割集之⼤⼩来衡量呢？
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图的连通性的度量（续）

图的连通性的度量



19

图的连通性的度量（续）

图的连通性的度量
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图的连通性的度量（续）

图的连通性的度量



n 定义（点连通度）：使⾮平凡连通图𝐺成为不

连通图或者平凡图需要删除的最少顶点数称

为图𝐺的点连通度（或连通度），记为𝜅(𝐺)：

𝜅 𝐺 = min 𝑇 𝑇为𝐺的点割集

（注意：这不意味着任意删除𝜿(𝑮)个点就一定会使该图不连通）

n 约定：⾮连通图或者平凡图的连通度为0
21

图的点连通度

图的点连通度



n 定义（𝒌 −连通图）：若图𝐺的（点）连通度

不⼩于𝑘，称𝐺是𝑘 −(点)连通图

¡ 也就是说：𝑘 −连通图同样是1 −，2 −，3 −，

⋯， 𝑘 − 1 −连通图，或者说：对𝑘 −连通图，

如果删除少于𝑘个顶点，它一定依然连通
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图的点连通度（续）

图的点连通度



n 定义（边连通度）：使⾮平凡连通图𝐺成为不

连通图或者平凡图需要删除的最少边数称为

图𝐺的边连通度，记为𝜆(𝐺)：

𝜆 𝐺 = min 𝑆 𝑆为𝐺的边割集

（注意：这不意味着任意删除𝝀(𝑮)条边就一定会使该图不连通）

n 约定：⾮连通图或者平凡图的边连通度为0
23

图的边连通度

图的边连通度



n 定义（𝒌 −边连通图）：若图𝐺的边连通度

不⼩于𝑘，称𝐺是𝑘 −边连通图

¡ 也就是说：𝑘 −边连通图同样是1 −，2 −，

3 −，⋯， 𝑘 − 1 −边连通图，或者说：对𝑘 −

边连通图，如果删除少于𝑘条边，它一定依然

连通
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图的边连通度（续）

图的边连通度



n 对6阶轮图𝑊(：𝜅(𝑊() = 𝜆(𝑊() = 3 = 𝛿(𝑊() 

n 对6阶圈图𝐶(：𝜅(𝐶() = 𝜆(𝐶() = 2 = 𝛿(𝐶() 

n 对完全⼆部图𝐾$,*：𝜅(𝐾$,*) = 𝜆(𝐾$,*) = 2 = 𝛿(𝐾$,*) 

𝜅(𝐺) = 𝜆(𝐺) = 𝛿(𝐺) ?

25点连通度与边连通度的关系

点连通度与边连通度的关系



26点连通度与边连通度的关系

𝜅 = 𝜆 = 𝛿 ?
ü 𝜅 𝐺 = 1

ü 𝜆 𝐺 = 2

ü 𝛿 𝐺 = 3

n 我们猜想：𝜿 𝑮 ≤ 𝝀 𝑮 ≤ 𝜹(𝑮)

点连通度与边连通度的关系（续）



27点连通度与边连通度的关系

猜想：𝜿 𝑮 ≤ 𝝀 𝑮 ≤ 𝜹 𝑮
n 证明：⑴  𝜿 𝑮 ≤ 𝝀(𝑮)，对边连通度𝜆进行归纳：

n Basis：𝜆 = 0时，𝐺为𝑁#或分离图，从而𝜅 = 0；

𝜆 = 1时，设𝑒为𝐺之桥，𝑢与𝑣为𝑒之端点，从而

𝐺 − {𝑢}不连通或为𝑁#，故𝜅 = 1；故当𝜆 = 0,1时，

有𝜅 ≤ 𝜆；

点连通度与边连通度的关系（续）



28点连通度与边连通度的关系

n 证明：⑴  𝜿 𝑮 ≤ 𝝀(𝑮)（续）

n I.H.：对任意图𝐺，𝜆 𝐺 = 𝑘，有𝜅 𝐺 ≤ 𝜆 𝐺 = 𝑘

n Ind. Step：设𝐻为无向图且𝜆 𝐻 = 𝑘 + 1，设𝑆 =
𝑒+, 𝑒#, ⋯ , 𝑒% 为𝐻之最小边割集，从而易见：

𝜆 𝐻 − 𝑒+ = 𝑘，由I. H.知，𝐻 − {𝑒+}有点割集𝑇且
𝑇 ≤ 𝑘，设𝑢为𝑒+的一个端点，从而𝑇 ∪ {𝑢}为𝐻的
点割集，故𝜅 𝐻 ≤ 𝑘 + 1 = 𝜆(𝐻)，归纳完成. □

点连通度与边连通度的关系（续）



29点连通度与边连通度的关系

猜想：𝜿 𝑮 ≤ 𝝀 𝑮 ≤ 𝜹 𝑮

n 证明：⑵  𝝀 𝑮 ≤ 𝜹(𝑮)

设𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)且𝑑 𝑣 = 𝛿(𝐺)，且𝑆为与𝑣关联
的边的集合，有 𝑆 = 𝛿(𝐺)。∵ 𝐺 − 𝑆为𝑁!或分
离图，∴ 𝜆 𝐺 ≤ 𝛿(𝐺). □

n 故猜想成立（Whitney，1932）

点连通度与边连通度的关系（续）

B



n 定理(Chartrand,1966)：𝐺是𝑛阶简单图且𝛿 𝐺 ≥

𝑛/2 ，则 𝜆 𝐺 = 𝛿(𝐺)

n  定理(留作思考)：𝐺是𝑛阶简单图且𝛿 𝐺 ≥ 𝑛 − 2，

试证明：𝜅 𝐺 = 𝛿(𝐺)

n 上述情况下，图之点（边）连通度可达到上限

30

点连通度与边连通度的关系（续）

点连通度与边连通度的关系



n 证明（反证法）：由于对于任意简单图𝐺，有𝜆 𝐺 ≤ 𝛿(𝐺)，
假设已知条件下𝜆 𝐺 = 𝑝 < 𝛿(𝐺)，则存在最小边割集𝑆 ⊆
𝐸(𝐺)使得 𝑆 = 𝑝且𝐺 − 𝑆含两个连通分支(回忆𝑝 𝐺 − 𝑒 ≤ 𝑝 𝐺 + 1 )

𝐺!与𝐺"；不妨设 𝐺! ≤ |𝐺"|，则 𝐺! ≤ 𝑛/2 ；由于𝐺是简单图，

故𝐺!中各顶点在原图𝐺中的度数之和不大于𝐾|$!|的顶点度数之

和加之上已被删除的边数𝑝，即：∑%∈'($!)𝑑 𝑣 ≤ 𝐺! (

)
𝐺! −

1 + 𝑝 < 𝐺! 𝐺! − 1 + 𝛿(𝐺)；注意 𝐺! ≤ 𝑛/2 ≤ 𝛿(𝐺)（已

知条件），故有： ∑%∈'($!)𝑑 𝑣 < 𝛿 𝐺 𝐺! − 1 + 𝛿 𝐺 =

𝐺! ⋅ 𝛿 𝐺 ，即𝐺!子图的度数和小于𝐺!的度数下限，这显然不

可能，故假设错误，𝜆 𝐺 = 𝛿 𝐺 . □
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点连通度与边连通度的关系（续）

点连通度与边连通度的关系



n 定理（Whitney,1933）：对任意图𝐺，

𝜅 𝐺 ≤ 𝜆 𝐺 ≤ 𝛿 𝐺 ≤
2 𝐸,
𝑉,

（只需再证明𝜹 𝑮 ≤ 𝟐 𝑬𝑮
𝑽𝑮

）

n 定理（Harary,1962）：对任意图𝐺，

𝜅 𝐺 ，𝜆 𝐺 ≤ $ -!
.!

（不依赖上述结论，证明超出范围）

32

点连通度与边连通度的上限*

点连通度与边连通度的上限



n 定理*（Whitney,1935）：图𝐺是𝑓 −连通图当且仅

当 𝐺中任意两点被至少𝑓条内部（即除端点外）顶

点不相交的路径连通

（证明超出范围）

n 定理*（Menger,1927）：图𝐺是𝑓 −边连通图当且仅

当𝐺中任意两点至少由𝑓条内部边不相交的路径连通

（证明超出范围）

33

连通度与点(边)不相交的通路*

连通度与点不相交的通路



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 10.4.3 节

n 课后习题：

¡ Problem Set 25

n 提交时间： 5⽉27⽇ 10:00 前

34课后作业


