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前 情 提 要

2前情提要

n 带权图

n 带权图的单源最短路

n 求最短路的算法思想

n Dijkstra算法

n Dijkstra算法的分析*

n Dijkstra算法的应⽤及其它*



本讲主要内容

3本讲主要内容

n 树的定义

n 树的连通性质

n 树中边和顶点数量之间的关系

n ⽣成树与最⼩⽣成树

n 求最⼩⽣成树的算法



树的定义

n 树(tree)是⼀种特殊的图，滥觞于19世纪中叶，最

初由Cayley提出并⽤于描述饱和烃的同分异构体
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树的定义（续）

n 定义（树）：不含回路的连通简单图称为树

¡ 以下列出所有不同构的6个顶点的树
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有关树的概念
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树中的通路 
n 定理（树中路径的唯一性）：设𝑇是树，则

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑇 ，𝑇中存在唯⼀的𝑢𝑣 −路径 

n 证明：由定义，𝑇是连通图，故∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝑇 ，𝑇中存在

𝑢𝑣 −路径。假设𝑇中有两条不同的𝑢𝑣 −路径𝑃!, 𝑃"。不失

一般性，存在𝑒 = 𝑥, 𝑦 满足：𝑒 ∈ 𝑃!且在路径𝑃!上𝑥比𝑦靠

近𝑢，但𝑒 ∉ 𝑃" ，令𝑇∗ = 𝑇 − 𝑒 ，则𝑇∗中包含𝑃"，于是：

𝑃!中的𝑥𝑢 −段 + 𝑃" + 𝑃!中的𝑣𝑦 −段 是𝑇∗中的𝑥𝑦 −通

路，所以𝑇∗中含𝑥𝑦 −路径(记为𝑃′)，则𝑃′ + 𝑒是𝑇中的回

路，与树的定义矛盾. □ 
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树中边的极限性 

n 树的边数从两个⽅⾯分别达到极限：

¡ 树是边最少的连通图

¡ 树是边最多的无回路图
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树是边最少的连通图 

n 定理：设图𝑇的任意两顶点存在唯⼀的初级通路，

则∀𝑒 ∈ 𝐸 𝑇 ，𝑇 − 𝑒 不连通

n 证明：设𝑒是𝑇中任意一条边，其端点是𝑢, 𝑣，则𝑒

即𝑢, 𝑣之间唯一的初级通路，于是：在𝑇 − {𝑒}中

不存在𝑢𝑣 −通路，∴ 𝑇 − {𝑒}不连通. □

n 这个定理这意味着树中每条边均是割边
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树是边最多的⽆回路图 
n 定理：设图𝑇是每条边均为割边的连通图，则𝑇中⽆回路，但在任
意不相邻的两顶点之间加⼀条边，得到的图中恰含⼀个回路

n 证明：⑴ 𝑇中不含回路
假设𝑇中有回路𝐶，𝑒 = 𝑢, 𝑣 是𝐶上任意一条边，∵ 𝑒是割边，
\𝑇∗ = 𝑇 − 𝑒 是非连通图，\𝑢, 𝑣处于不同的连通分支，但𝐶 − 𝑒
是𝑇∗中的𝑢𝑣 −通路，矛盾.
⑵ 在任意两个不相邻的顶点之间加⼀条边，则产⽣回路
𝑇中至少有3个顶点。设𝑥, 𝑦是不相邻的顶点，∵ 𝑇连通，\存在
𝑥𝑦 −通路𝑃，则𝑃 + 𝑥, 𝑦 是𝑇 + 𝑥, 𝑦 中的回路.
⑶ 𝑇 + (𝑥, 𝑦)的回路是唯⼀的
假设另有回路𝐶" ≠ 𝑃 + 𝑥, 𝑦 ，∵ 𝑇中原无回路，\ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶′，而
𝐶" − 𝑥, 𝑦 ≠ 𝑃，因此，𝑥, 𝑦之间有两条不同的初级通路，\𝑇中含
回路，矛盾.      □
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有关树的⼏个等价命题

n 下列四个命题等价：

⑴ 𝑇是不含回路的简单连通图；

⑵ 𝑇中任意两点之间有唯一初级通路；

⑶ 𝑇连通，但删除任意一条边则不再连通；

⑷  𝑇无回路，但在任意不相邻的顶点对之间加一条边则产  
生唯一的回路

n 这⾥只需再证明⑷ ⇒	⑴

只需证明连通性：对任意顶点对𝑥, 𝑦，若𝑥, 𝑦相邻，边 𝑥, 𝑦
即𝑥𝑦 −通路，若𝑥, 𝑦不相邻，则𝑇 + 𝑥, 𝑦 中含唯一的回路𝐶，
显然 𝑥, 𝑦 在𝐶中，因此：𝐶 − 𝑥, 𝑦 是𝑇中的𝑥𝑦 −通路. □
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n 定理：设𝑇是树，令𝑛 = 𝑉 𝑇 ，𝑚 = 𝐸 𝑇 ，则：

𝒎 = 𝒏− 𝟏
n 证明：对顶点数𝑛进行归纳：

¡ Basis: 当𝑛 = 1，𝑇是平凡图，结论显然成立；

¡ I.H.: 假设当𝑛 ≤ 𝑘结论成立；

¡ Ind. Steps: 若𝑛 = 𝑘 + 1，因为𝑇中每条边都是割边，任取𝑒 ∈
𝐸 𝑇 ，𝑇 − 𝑒 含两个连通分支，设其为𝑇#, 𝑇$，并设它们边
数分别是𝑚#, 𝑚$，顶点数分别是𝑛#, 𝑛$，根据归纳假设：
𝑚# = 𝑛# − 1，𝑚$ = 𝑛$ − 1，注意： 𝑛# + 𝑛$ = 𝑛，𝑚# +
𝑚$ = 𝑚 − 1，故而𝑚 = 𝑚# +𝑚$ + 1 = 𝑛 − 1. □

树中边和点的数量关系 

12树中的边和点的关系



连通图边数的下限

n 定理（连通图的必要条件）：连通图的必要

条件是：𝒎 ≥ 𝒏 − 𝟏 

¡ 对于树：𝑚 = 𝑛 − 1, 因此树是边最少的连通图

n 证明：对顶点数𝑛进行归纳：Basis: 当𝑛 = 2时结论显然成立；
I.H.: 假设𝑛 ≤ 𝑘时结论成立；Ind. Steps:若𝐺是满足𝑛 = 𝑘 + 1的连
通图，考虑𝐺" = 𝐺 − 𝑣 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , 令 𝑉 𝐺" = 𝑛′, 𝐸 𝐺" = 𝑚′：
(1)若𝐺′仍连通，由归纳假设：𝑚" ≥ 𝑛′ − 1，注意：𝑛′ = 𝑛 − 1,
𝑚" ≤ 𝑚 − 1(𝐺连通，故被删除的点至少关联一条边)，所以：𝑚 ≥
𝑚" + 1 ≥ 𝑛′ − 1 + 1 = 𝑛 − 1 （续后）
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连通图边数的下限（续）

n 定理（连通图的必要条件）：连通图的必要

条件是：𝒎 ≥ 𝒏 − 𝟏 

n 证明（ Ind. Steps续）：

(2) 若𝐺′不连通，设𝐺′有𝜔(𝜔 > 1)个连通分支𝐺#, 𝐺$, ⋯ , 𝐺%，且𝐺&的
边数和顶点数分别是𝑚&和𝑛&。由归纳假设，𝑚& ≥ 𝑛& − 1 (𝑖 =
1,2,⋯ ,𝜔)。注意：𝑛 = 𝑛# + 𝑛$ +⋯+ 𝑛% + 1，𝑚 ≥ 𝑚# +𝑚$ +
⋯+𝑚% +𝜔（即每个连通分支中至少有一个顶点在𝐺中与被删
除的𝑣相邻，即𝑣的度数不小于𝜔），所以：𝑚 ≥ 𝑚# +𝑚$ +⋯+
𝑚% +𝜔 ≥ 𝑛# + 𝑛$ +⋯+ 𝑛% −𝜔 +𝜔 = 𝑛 − 1.    □

14树与连通图



与边点数量关系有关的等价命题 

n 注意：对任意图，𝑚 = 𝑛 − 1不是树的充分条件

15树与连通图

n 下列三个命题等价：

(1) 𝑇是树

(2) 𝑇不含回路，且𝑚 = 𝑛 − 1
(3) 𝑇连通，且𝑚 = 𝑛 − 1

¡ 证明：(1)Þ(2)已证；(2)Þ(3)：若不连通，分支数𝜔 ≥ 2
则𝑚 = ∑$%!& 𝑛$ − 1 =𝑛 − 𝜔 < 𝑛 − 1，矛盾；(3)Þ(1)：设

𝑒是𝑇中任意一边，令𝐺′ = 𝑇 − 𝑒，且其边数和顶点数分
别是𝑚′和𝑛′，则𝑚′ = 𝑚 − 1 = 𝑛 − 2 < 𝑛 − 1，\𝐺′是非

连通图，即𝑇的任意边均不在回路中，\𝑇中无回路. □
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n 试证明：恰有2个1度顶点的树必为⼀链

n 证明：

设𝑇是一棵具有两个1度点的树，𝑚为边数，则𝑚 =
𝑛 − 1且∑!"#$ 𝑑 𝑣! = 2𝑚 = 2(𝑛 − 1)；又因𝑇连通且除

了两个1度点外其余点的度数均大于或等于2，而

∑!"#$ 𝑑 𝑣! = 2 + ∑!"#$%& 𝑑 𝑣! ；因此：2 𝑛 − 1 = 2 +
∑!"#$%& 𝑑 𝑣! ，即∑!"#$%& 𝑑 𝑣! = 2(𝑛 − 2)。这表明𝑛 − 2
个分支点的度数都恰为2，即𝑇为一链. □

课堂练习

课堂练习



⽣成树（spanning tree）

n 定义（生成树）：若图𝐺的⽣成⼦图是树，则该
⼦图称为𝐺的⽣成树

n 定理（生成树存在定理）：⽆向图𝐺有⽣成树当
且仅当𝐺连通
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n 证明：⇒：显然成立；

⇐：若𝐺是有回路的连通图，删除回路上

的一条边，𝐺中的回路一定减少——此为
图论证明常用之“破圈法”——用“破圈

法”总可以构造连通图的生成树. □
n 推论：简单⽆向图𝐺是树当且仅当𝐺有唯⼀的⽣成树

⽣成树



⽣成树的计数*

n 定义：设𝐺为⽆向连通图，𝜏(𝐺)为𝐺的不同

⽣成树的个数（注意：“不同”不等于“不同构”）

n 定理（Cayley 1889）：𝜏 𝐾! = 𝑛!"#

n 定理：𝜏 𝐾$,& = 𝑝&"'𝑞$"'
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求⽣成树的算法

n 求连通图𝐺（设其边集为 𝑒#, ⋯ , 𝑒' ）的⽣成树的

算法可归为两类——“破圈法”和“避圈法”：

19⽣成树

无回路



最⼩⽣成树（MST）

n 定义（子图的权）：设𝐺 = 𝑉, 𝐸, 𝑤 为带权⽆
向图，𝑤:𝐸 → ℝ，对于𝑒 ∈ 𝐸(𝐺)，𝑤(𝑒)为边𝑒
之权。设𝑆为𝐺之⼦图，定义𝑆的权为：

𝓌 𝑆 = ?
(∈* +

𝑤 𝑒

n 定义（最小生成树）：设𝑇为𝐺之⽣成树，若
对任何𝐺的⽣成树𝑇′有𝓌 𝑇B ≥ 𝓌(𝑇)，则称
𝑇为最⼩⽣成树（minimum spanning tree, MST）
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最⼩⽣成树（续）
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求最⼩⽣成树的Kruskal算法
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1. 𝑬 = {}；

2. 从𝑬以外选择权尽可
能小，又不会与𝑬中
已有的边构成回路的
边加入𝑬；

3. 重复第2步，直到𝑬
中包含𝒏 − 𝟏条边；

4. 算法结束

22最⼩⽣成树

算法：Kruskal（1956）



求最⼩⽣成树的Kruskal算法（续）
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Kruskal算法的证明*
n ⑴ 显然𝑇是生成树

n ⑵ 假设𝑇不是最小生成树；按算法的加边顺序，𝑇中边是

𝑒!, 𝑒", ⋯ , 𝑒#$!, 𝑒# , ⋯ , 𝑒%$!。而𝑇′是从开始与𝑇有最多连续

公共边的最小生成树𝑒!, 𝑒", ⋯ , 𝑒#$!, 𝑒#& , ⋯；𝑒#是第一个不

在𝑇′中的边。𝑇′ + 𝑒#含回路，且该回路上的𝑒#&不在𝑇中†
，

则 𝑇∗ = 𝑇& − 𝑒#& ∪ 𝑒# 也 是 生 成 树 ， 而 且𝓌 𝑇∗ =
𝓌 𝑇& −𝑤 𝑒#& +𝑤 𝑒# ，根据算法的选边标准，必有

𝑤 𝑒#& ≥ 𝑤 𝑒# ，\𝓌 𝑇∗ ≤ 𝓌 𝑇& ，即𝑇∗也是最小生成

树，但𝑇∗从开始与𝑇的连续公共边数多于𝑇′，矛盾. □

最⼩⽣成树 24
(
†
由于𝑇′中出现的边的顺序不影响MST的权值，且𝑇′中边的顺序不受算法影响。故此
处可以按证明需要重新排布𝑇′中边的次序，以使𝑒!"和𝑒!都在𝑇′ + 𝑒!中的回路中）



求最⼩⽣成树的Prim算法*
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1.选取一条极小权边𝒆𝟏
2. 𝑻 = {𝒆𝟏}

3.从𝑻以外选择与𝑻中一
点邻接且权尽可能小，
又不会与𝑻中已有边
构成回路的边加入𝑻

4.重复第2步，直到𝑬中
包含𝒏 − 𝟏条边

5.算法结束
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算法：Prim（1957）



求最⼩⽣成树的Prim算法*（续）
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求最⼩⽣成树的破圈算法*

27最⼩⽣成树

n 1975年我国数学家管梅⾕（1934—）提出求最⼩

⽣成树的破圈算法：其思想为在给定的图中任意

找出⼀个回路，删去该回路中权最⼤的边。然后

在余下的图中再任意找出⼀个回路，再删去这个

新找出的回路中权最⼤的边，⼀直重复上述过程，

直到剩余的图中没有回路。这个没有回路的剩余

图便是最⼩⽣成树



Tips：⽣成树的计数

28Tips：⽣成树的计数



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 11.1，11.5 节

n 课后习题：

¡ Problem Set 27

n 提交时间：6⽉6⽇ 14:00 前

29课后作业


