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前 情 提 要

2前情提要

n 数学基础的危机与公理化集合论

n 集合的概念

n ⼦集、空集与幂集

n 集合的运算与集合代数

n 集合公式的⼏种基本证明⽅式



本讲主要内容

3本讲主要内容

n 引 ⼦：集合与关系

n 有序对

n 笛卡尔积

n ⼆元关系

n 关系的运算



引 ⼦：集合与关系

对一个给定的集合，因其元素的无序性，“序”的刻划是无

法直接实现的，但现实世界中存在着大量的有序对象，这就

需要在集合论的基础上抽象出一种描述“序”的结构 ——

引⼦ 4

关  系
（RELATION）



有序对

5有序对

n 序（order）是⼀个⾮常重要⽽基础的数学概念，

它刻划出对象的可⽐性。最简单的序关系可通过

有序对（ordered pair，或称序偶）来定义

n 定义：设𝑎, 𝑏为对象，⼆元运算(𝑎, 𝑏)称为𝑎与𝑏的

有序对指(𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑) ⟺ (𝑎 = 𝑐 ∧ 𝑏 = 𝑑)。这⾥

称𝑎为(𝑎, 𝑏)的第⼀分量，称𝑏为(𝑎, 𝑏)的第⼆分量

n 集合论作为数学的基础，可以构造数学的各种内

容。如何利⽤集合构造有序对呢？



有序对（续）

6有序对

n 定义（Kuratowski,1921）：𝑎, 𝑏为集合，

令 (𝑎, 𝑏) = 𝑎 , 𝑎, 𝑏

n 命题：在上述有序对的集合定义下，有：

(𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑) ⟺ (𝑎 = 𝑐 ∧ 𝑏 = 𝑑)

n 证明*：

“⇐”,即(𝑎 = 𝑐 ∧ 𝑏 = 𝑑) ⟹ 𝑎 , 𝑎, 𝑏 = 𝑐 , 𝑐, 𝑑 易见，



有序对（续）

7有序对

(𝑎, 𝑏) = 𝑎 , 𝑎, 𝑏



有序对（续）

8有序对

(𝑎, 𝑏) = 𝑎 , 𝑎, 𝑏

n 有序对最早的集合定义（Wiener, 1914）：

  设𝑎，𝑏为集合：(𝑎, 𝑏) = 𝑎 , ∅ , 𝑏

（证明续）



笛卡尔积

9笛卡尔积

n 任给集合𝐴与𝐵，令𝐴×𝐵 = (𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵 ，

𝐴×𝐵称为𝐴与𝐵的笛卡尔积（Cartesian product）

n 例：设𝐴 = 1, 2, 3 ，𝐵 = {𝑎, 𝑏}，则：

𝐴×𝐵 = (1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑎), (3, 𝑏)

n 若𝐴与𝐵是有限集合，则 𝐴×𝐵 = 𝐴 𝐵



关于笛卡尔积的若⼲命题
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n ⑴ 𝐴×∅ = ∅×𝐴 = ∅

n ⑵ 𝐴×𝐵 = 𝐵×𝐴 ⟺ 𝐴 = ∅ ∨ 𝐵 = ∅ ∨ 𝐴 = 𝐵

n ⑶ 分配律：𝐴× 𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴×𝐵 ∪ 𝐴×𝐶

𝐴× 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝐴×𝐵 ∩ 𝐴×𝐶

𝐵 ∪ 𝐶 ×𝐴 = 𝐵×𝐴 ∪ 𝐶×𝐴

𝐵 ∩ 𝐶 ×𝐴 = 𝐵×𝐴 ∩ 𝐶×𝐴

笛卡尔积



关于笛卡尔积的若⼲命题（续）
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n 证明⑴：对于任意集合𝐴，由笛卡尔积的定义，

𝐴×∅ = (𝑎, 𝑏) 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ ∅ = ∅ ， 同 理 可 证 ：

∅×𝐴 = ∅. □

n 证明⑵：“⇐”：Trivial；“⇒”：欲证𝐴×𝐵 =

𝐵×𝐴 ⇒ [(𝐴 = ∅) ∨ (𝐵 = ∅) ∨ (𝐴 = 𝐵)]，由 间 接 证

明 法 只 需 证 ： 𝐴 ≠ ∅ ∧ 𝐵 ≠ ∅ ∧ 𝐴 ≠ 𝐵 ⇒

𝐴×𝐵 ≠ 𝐵×𝐴：	 ∵ 𝐴 ≠ 𝐵 ∴ 𝐴 − 𝐵 ≠ ∅ ∨ 𝐵 − 𝐴 ≠ ∅；

笛卡尔积
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n 证明⑵(续)：不妨设𝐴 − 𝐵 ≠ ∅，取𝑎 ∈ 𝐴 − 𝐵，𝑏 ∈ 𝐵

并假设(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴×𝐵 = 𝐵×𝐴，即(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐵×𝐴，则有

𝑎 ∈ 𝐵:与𝑎 ∈ 𝐴 − 𝐵矛盾。由反证法，𝐴×𝐵 ≠ 𝐵×𝐴. □

n 证明⑶：𝐴× 𝐵 ∩ 𝐶 = (𝑎, 𝑏) 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵 ∩ 𝐶

           = (𝑎, 𝑏) 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵 ∧ 𝑏 ∈ 𝐶

= (𝑎, 𝑏) (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵) ∧ (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐶)

           = 𝐴×𝐵 ∩ 𝐴×𝐶 . 其余均同理可证. □
笛卡尔积

关于笛卡尔积的若⼲命题（续）



⼆元关系（Binary Relation）

13⼆元关系

n 定义（关系）：集合𝑅为关系指：

∀𝑟 ∈ 𝑅 ∃𝑥, 𝑦 𝑟 = 𝑥, 𝑦

n 定义（⼆元关系）：设𝐴, 𝐵为集合，若𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵，

称𝑅为从𝐴到𝐵的⼆元关系，当𝐴 = 𝐵时，称𝑅为𝐴

上的⼆元关系，在⽆歧义时⼀般也可简称“关系”



⼆元关系（续）

14⼆元关系

n 相关记号：设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵

¡ ⑴ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅可简记为𝑎𝑅𝑏

¡ ⑵ (𝑎, 𝑏) ∉ 𝑅可简记为𝑎𝑅𝑏或¬𝑎𝑅𝑏

¡ ⑶ 𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑏𝑅𝑐可简记为𝑎𝑅𝑏𝑅c

n 例：𝐴 = {1,2}，𝐵 = 3,4,5

¡ 𝑅 = 1,3 , 2,3 , 1,5 为𝐴到𝐵的⼆元关系，关系𝑅的

各元素还可写为1𝑅3, 2𝑅3, 1𝑅5，⽽(1,4) ∉ 𝑅，故1𝑅4



⼆元关系（续）

15⼆元关系

n 以下三种关系是𝐴上特别的⼆元关系，⽤特有的符号

记之（为与普通关系区别，一般写为粗体）：

¡ 空关系（empty relation）∅：即空集，注意∅ ⊆ 𝐴×𝐴

¡ 全关系（entire relation）𝑬𝑨：𝑬𝑨 = (𝑥, 𝑦) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴

¡ 恒同关系（identical relation）𝑰𝑨：𝑰𝑨 = (𝑥, 𝑥) 𝑥 ∈ 𝐴



⼆元关系（续）

16⼆元关系

n ⾃然数集ℕ上常⻅的⼆元关系：

¡ ⼩于关系：< ≝ 𝑛,𝑚 	 𝑛 < 𝑚 ∧ 𝑛,𝑚 ∈ ℕ

¡ 整除关系：| ≝ 𝑛,𝑚 	 𝑛|𝑚 ∧ 𝑛,𝑚 ∈ ℕ

¡ 相等关系：= ≝ 𝑰ℕ



⼆元关系（续）

17⼆元关系

n 以下定义关于关系的3个重要的集合，设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵：

¡ 𝑅的定义域（domain）： Dom 𝑅 = 𝑥 ∃𝑦 ∈ 𝐵 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

¡ 𝑅的值域（range）：Ran 𝑅 = 𝑦 ∃𝑥 ∈ 𝐴 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅

¡ 𝑅的域（field）：Fld 𝑅 = Dom 𝑅 ∪ Ran(𝑅)

n 例如 𝐴 = {1,2,3}，𝐵 = {𝑟, 𝑠}，𝑅 = (1, 𝑟), (2, 𝑠), (3, 𝑟)

     则：Dom 𝑅 = 1,2,3 ，Ran 𝑅 = 𝑟, 𝑠 ，

Fld 𝑅 = 1,2,3, 𝑟, 𝑠



⼆元关系的表示

18⼆元关系

n 对于关系𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵，可由集合表示之，当𝑅为有

穷集时，还可由矩阵或有向图来表示⼆元关系

n 定义：设𝐴 = {𝑎", 𝑎#, ⋯ , 𝑎$}与𝐵 = {𝑏", 𝑏#, ⋯ , 𝑏%}
分别为𝑚元集与𝑛元集，𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵为𝐴到𝐵的⼆元

关系，则可由⼀个𝑚×𝑛的矩阵𝑀&唯⼀表示关系𝑅，

𝑀& = 𝑚'( $×%
定义如下，称为𝑅的关系矩阵：

𝑚'( = [
	1, 若(𝑎' , 𝑏() ∈ 𝑅
0, 若(𝑎' , 𝑏() ∉ 𝑅



⼆元关系的表示（续）

19⼆元关系

n 例：𝐴 = {1,2,3}，𝐵 = {𝑟, 𝑠}，𝑅 = 1, 𝑟 , 2, 𝑠 , 3, 𝑟 ，

则⽤关系矩阵表述关系𝑅为：

𝑀& =
1 0
0
1

1
0

n 通常由𝑀&可⽅便地验证𝑅是否具备某性质，亦可通过

𝑀&可对关系𝑅进⾏代数运算和机器处理



关系的运算

20⼆元关系

𝑀*& =^
%+"

,
𝑀*
%



关系的运算（续）

21关系的运算

n 定义：设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵，𝑅的逆（inverse）为

𝑅!" = 𝑥, 𝑦 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅

易⻅，𝑅!"为从𝐵到𝐴的关系：𝑅!" ⊆ 𝐵×𝐴



关系的运算（续）

22关系的运算

n 定义：设𝑆 ⊆ 𝐴×𝐵, 𝑅 ⊆ 𝐵×𝐶，𝑆与𝑅的复合为：

𝑅 ∘ 𝑆 = 𝑥, 𝑦 ∃𝑡 ∈ 𝐵 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑆 ∧ 𝑡, 𝑦 ∈ 𝑅

事 实 上 ， 𝑥 𝑅 ∘ 𝑆 𝑦 ⟺ ∃𝑡(𝑥𝑆𝑡𝑅𝑦) 或 𝑥 𝑅 ∘ 𝑆 𝑦 =
𝑥𝑆□𝑅𝑦，𝑅 ∘ 𝑆为从𝐴到𝐶的关系（注：一般约定复合
以“右先制”的方式从右到左依次进行）

𝑆 R
𝐴 𝐵 𝐶

y



关系的运算（续）

23关系的运算

n 设𝑆 ⊆ 𝐴×𝐵，𝑅 ⊆ 𝐵×𝐶，则:

¡ (1) 𝑅-" -" = 𝑅

¡ (2) 𝑅" ∘ 𝑅# ∘ 𝑅. = 𝑅" ∘ 𝑅# ∘ 𝑅.

¡ (3) 𝑅 ∘ 𝑆 -" = 𝑆-" ∘ 𝑅-"

¡ (4) 𝑰𝑩 ∘ 𝑆 = 𝑆 ∘ 𝑰𝑨 = 𝑆



关系的运算（续）

24关系的运算

n 求 证： 𝑅" ∘ 𝑅# -" = 𝑅#-" ∘ 𝑅"-" （ 设𝑅# ⊆ 𝐴×𝐵，

𝑅" ⊆ 𝐵×𝐶）

n 证明：只要证明等号左右两个集合相等即可。

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅" ∘ 𝑅# -" ⟺ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅" ∘ 𝑅# ⟺ ∃𝑡(𝑡 ∈

𝐵 ∧ (𝑦, 𝑡) ∈ 𝑅# ∧ (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅") ⟺ ∃𝑡(𝑡 ∈ 𝐵 ∧ (𝑡, 𝑦) ∈

𝑅#-" ∧ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅"-") ⟺ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅#-" ∘ 𝑅"-"。根据集

合相等的定义，命题得证.     □



关系的运算（续）

25关系的运算

n 定义(关系的幂)：

设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，归纳定义关系𝑅的𝑛次幂运算：

𝑅! = 𝑰𝑨，𝑅#$% = 𝑅 ∘ 𝑅#

n ⼀般⽽⾔，在𝑛较⼤时通过定义计算关系的⾼

次幂𝑅#是⽐较复杂的，但我们可以⽅便地借助

关系矩阵𝑀&来计算𝑀&%（第7讲介绍）



关系的运算（续）

26关系的运算

n 与关系幂运算相关的定理：设𝑅为集合𝐴上的关系

¡ (1) 𝑅" ∘ 𝑅# = 𝑅"$#，𝑚, 𝑛 ∈ ℕ

¡ (2) 𝑅" # = 𝑅"#，𝑚, 𝑛 ∈ ℕ

¡ (3) (周期性)若存在𝑆 ∈ ℕ, 𝑇 ∈ ℕ$使得 𝑅% = 𝑅%$&，则：

¡ ① (∀𝑘 ≥ 𝑆)(𝑅! = 𝑅!"#)

¡ ② ∀𝑘 ≥ 𝑆 ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑅! = 𝑅!"$#

¡ ③ 𝑅%, 𝑅&, ⋯ , 𝑅'"#(& = 𝑅%, 𝑅&, ⋯ , 𝑅$, ⋯

¡ (4) 若 𝐴 = 𝑛,则(∃𝑠, 𝑡 ∈ ℕ)(𝑅' = 𝑅( ∧ 0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ≤ 2#!)



关系的运算（续）

27关系的运算

n 证明： ⑴⑵：对𝑛归纳即可；⑶：设𝑅' = 𝑅'$(

¡ (3.1) 设 𝑘 ≥ 𝑆, 𝑅) = 𝑅%$ )*% = 𝑅% ∘ 𝑅)*% = 𝑅%$& ∘

𝑅)*% = 𝑅%$&$)*% = 𝑅)$&

¡ (3.2) 𝑅) = 𝑅)$& = 𝑅)$&$& = 𝑅)$&$⋯$&
"

= 𝑅)$#&

¡ (3.3) 由(3.2)容易看出，𝑇为𝑅复合的周期。该式说明

有穷集上的关系有周期，但⽆穷集上关系未必有周期

(∀𝑘 ≥ 𝑆)(𝑅& = 𝑅&'()∀𝑘 ≥ 𝑆 ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑅& = 𝑅&')(𝑅!, 𝑅", ⋯ , 𝑅#$%&" = 𝑅!, 𝑅", ⋯ , 𝑅', ⋯



关系的运算（续）

28关系的运算

n 证明⑷： 
设𝑅 ⊆ 𝐴×𝐴，由于 𝐴 = 𝑛 ⟹ 𝐴×𝐴 = 𝑛# ⟹

𝑃(𝐴×𝐴) = 2%!，在𝑃 𝐴×𝐴 中构作2%! + 1个关系：

𝑅=, 𝑅", ⋯ , 𝑅#"
!
， 由 鸽 笼 原 理 ， (∃𝑠, 𝑡 ∈ ℕ)(𝑅> =

𝑅? ∧ 0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ≤ 2%!). □
¡ 鸽笼原理：“If 𝑛 + 1 objects are put into 𝑛 boxes, then at least one box

contains two or more of the objects. ” ——Pigeonhole Principle (Das
Schubfachprinzip) 由Peter Gustav Lejeune Dirichlet 于1834年首次提出，并用

这⼀原理证明数论中的定理

𝐴 = 𝑛 ⟹ (∃𝑠, 𝑡 ∈ ℕ)(𝑅) = 𝑅* ∧ 0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ≤ 2$!)



笛卡尔 (Descartes, 1596—1650)

n 绅士、军人和数学家。

n “（解析几何学）使笛卡尔的名字不朽，它构成了人类
在精确科学的进步史上所曾迈出的最伟大的一步。”

—— John Stuart Mill

n “我只要求安宁和平静。”，他一生中经常不得不在军
营里寻找安宁，寻找在孤独中冥思的平静。

n 笛卡尔生在重建宗教和政治的阵痛中陷于战火中的欧洲。
但在非物质的、永恒的一面，情况要好得多。笛卡尔所
处的时代是文明史上最伟大的智力时期之一。费马和帕
斯卡是他数学上的同代人；莎士比亚辞世时笛卡尔20岁；
笛卡尔比伽利略多活8年，笛卡尔卒年牛顿8岁；密尔顿
出生时笛卡尔12岁，而哈维比笛卡尔多活了7年。

Tip：笛卡尔

——  E. T. Bell《数学精英》

29



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 2.1.6节，9.1节

n 课后习题：

¡ Problem Set 6

n 提交时间：3⽉18⽇ 14:00前

30课后作业


