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前 情 提 要

2前情提要

n 函数的定义

n 函数的性质

¡ 满射、单射、双射

n 函数的复合

n 反函数



本讲主要内容

n ⾃然数与⽆穷公理

n 有限集与⽆穷集

n 集合的基数

n 集合的等势关系

n Cantor定理

n 集合的优势关系
本讲主要内容 3



有穷 vs.⽆穷

4有穷 vs.⽆穷



⾃然数与⽆穷集合
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God made the integers; all else is the

work of man.
—— Leopold Kronecker

⾃然数与⽆穷集合



回顾：从集合构造⾃然数
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n 设𝑥为集合，𝑥的后继(successor)𝑥!指𝑥 ∪ {𝑥}，

令0 = ∅, 1 = 0!, 2 = 0!!, ⋯ , 𝑛 = 0! ⋯!
!

，这

是von Neumann的定义

n 设𝐴为集合，称𝐴为归纳集(inductive set)指：

∅ ∈ 𝐴 ∧ ∀𝑥 ∈ 𝐴 𝑥! ∈ 𝐴

⾃然数与⽆穷集合



⽆穷公理
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n ⽆穷公理（Axiom of Infinity，ZFC.7）：

∃𝐴 ∅ ∈ 𝐴 ∧ ∀𝑥 ∈ 𝐴 𝑥! ∈ 𝐴

n 以往按照von Neumann的定义，0 = ∅，𝑛 +

1 = 𝑛!，从⽽可以定义出单个⾃然数，但不

能说明全体⾃然数的集合的存在性；基于⽆穷

公理可以通过算术公理来定义⾃然数集ℕ

n 在集合论中（PA.5）：ℕ ≝ ⋂ 𝐴 𝐴为归纳集
⾃然数与⽆穷集合



⽆穷公理
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n ⽆穷公理（Axiom of Infinity，ZFC.7）：

∃𝐴 ∅ ∈ 𝐴 ∧ ∀𝑥 ∈ 𝐴 𝑥! ∈ 𝐴
¡ A set is a MANY that allows itself to be thought of as a ONE.

                         —— Georg Cantor（康托尔）

¡ The empty set is the ATOM of all natural numbers. 

        —— Bertrand Russell（罗素）

¡ 道生一；一生二，二生三，三生万物。

     ——老 子 
¡ 自然之多呈现在对原初观念的掌握中。

      ——Martin Heidegger（海德格尔）

⾃然数与⽆穷集合

Brainstorming
⽆穷与离散结构的关系？



⾃然数的Peano公理系统
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n Peano算术系统的公理（i.e.自然数五公设）为：

¡ PA.1   0 ∈ ℕ

¡ PA.2 𝑛 ∈ ℕ → 𝑛" ∈ ℕ

¡ PA.3 𝑛" = 𝑚" → 𝑛 = 𝑚

¡ PA.4 0 ≠ 𝑛"

¡ PA.5 0 ∈ 𝐴 ∧ ∀𝑥 ∈ 𝐴 𝑥" ∈ 𝐴 → (∀𝑥 ∈ ℕ)(𝑥 ∈ 𝐴)

n 由此可由集合论构造Peano算术(PA)： ℕ, 0, +

⾃然数与⽆穷集合



有关⾃然数的若⼲命题
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n 对于⾃然数的von Neumann定义和PA系统，可

定义： 𝑚 ≤ 𝑛 ≝ 𝑚 ⊆ 𝑛，于是以下命题成⽴：

¡ ⑴ 𝑛 + 1 = 0,1,2,⋯ , 𝑛  

¡ ⑵ 𝑛 ∈ 𝑛 + 1

¡ ⑶ 𝑛 ≤ 𝑛 

¡ ⑷ 𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 1 → 𝑛 ≤ 1；𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 → 𝑛 = 𝑚

¡ ⑸ 𝑚 ≤ 𝑛 ∨ 𝑛 ≤ 𝑚

⾃然数与⽆穷集合



⾃然数的定义⽅式
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n 总⾔之，有两种⽅法定义⾃然数：

¡ Ⅰ. 归纳定义：∅为⾃然数；若𝑛为⾃然数，则

𝑛!也为⾃然数；

¡ Ⅱ. 集合定义：𝑛为⾃然数⟺ 𝑛 ∈ ℕ

⾃然数与⽆穷集合



集合的基数

12有限集与⽆穷集

n 定义（集合的基数）：

¡ 集合𝐴中所包含元素的个数称为集合𝐴的基数

（cardinal numbers，简写为cardinals），

或称𝐴的势（cardinality），记为card𝐴，也

可记为|𝐴|（von Neumann 记号）



集合的等势关系

13有限集与⽆穷集

n 有限集合的基数等于该集合中元素的个数

n 如何度量⽆穷集合的⼤⼩呢？

n 定义（等势）：

¡ 设 𝐴 , 𝐵为 集 合 ， 集 合 𝐴等 势 (equipotence,

equipollence或equinumerosity)于集合𝐵是指

存在函数𝑓: 𝐴
"#" & %&'%

𝐵；记为𝐴 ≈ 𝐵 (或𝐴~𝐵)



有限集与⽆穷集的基数定义

14有限集与⽆穷集

n 定义（有限集，无穷集，可列集）：𝐴为集合，

¡ ⑴ 若有⾃然数𝑛使得𝐴 ≈ 𝑛，则称𝐴为有限集，

且记𝐴的基数为 𝐴 = 𝑛

¡ ⑵ 若𝐴⾮有限集则称𝐴为⽆穷集

¡ ⑶ 若𝐴 ≈ ℕ，则称𝐴为可列集（或可数集）且记

𝐴的基数为 𝐴 = ℵ(（读作aleph null）注：可列集

除无穷可列集(~ℕ)还包括有穷可列集；一般直接称后者为有穷集

¡ ⑷ 若𝐴 ≈ ℝ，则记 𝐴 = ℵ （或ℵ"）



关于⽆穷集的讨论：⾃然数集
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n 证明：⾃然数集ℕ是⽆穷集

反设ℕ有穷，从而存在𝑛以及双射函数𝑓: 𝑛 → ℕ，因

为 𝑛 = {0, 1,⋯ , 𝑛 − 1} ， 令 𝑚 = 𝑓 0 + 𝑓 1 +⋯+

𝑓 𝑛 − 1 + 1，由 PA 易见𝑚 ∈ ℕ，从而得 ∀𝑥 ∈ 𝑛,

𝑓 𝑥 ≠ 𝑚，故𝑓非满射，矛盾！故ℕ为无穷集.    □

有限集与⽆穷集



关于⽆穷集的讨论：可列集
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n 上述定义中，可列集的直观表象为：集合的元

素可以按确定的顺序线性排列，即：对序列中

任⼀元素，可以明确指出它的“前⼀个”元素

和“后⼀个”元素

n 例：ℤ的元素可线性顺序排列如下，故ℤ应该

为可列集：0, 	 −1, 	1, 	 −2, 	2, 	 −3, 	3, 	 −4, 	 ⋯

有限集与⽆穷集
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n 证明：构造如下𝑓: ℤ → ℕ，易见𝑓为双射. □

有限集与⽆穷集

关于⽆穷集的讨论：可列集（续）

类似方法表明：有
穷个（可推广至可
列无穷）可列集的
并集仍为可列集
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n ⾃然数集的笛卡尔积是可列集：所有的⾃然数序
偶构成的集合与⾃然数集等势

有限集与⽆穷集

关于⽆穷集的讨论：可列集（续）

𝑓 𝑚, 𝑛 = ∑+,"-!. 𝑖 + 𝑚 = (-!.)(-!.!")
1

+𝑚为双射

可列集有穷笛卡尔积
后的集合仍为可列集



19有限集与⽆穷集

n 等势的涵义是两个集合元素的个数“⼀样多”

n 整体⼀定⼤于部分吗？

n Galileo佯谬（Galileo’s paradox, 1638）：

¡ ⑴ 令ℕ(1) = {01, 11, 21, 31, ⋯ }，显然：ℕ(1) ⊂ ℕ；
但G. Galileo发现ℕ(1)与ℕ中的元素⼀⼀对应：
令𝑓:ℕ → ℕ(1)如下：𝑓 𝑥 = 𝑥1，易⻅𝑓是双射，
故ℕ ≈ ℕ(1)

¡ ⑵ 令ℕ⋆ = {0,1", 21, 33, 44, 55, ⋯ }，易⻅ℕ ≈ ℕ⋆

关于⽆穷集的讨论：等势与集合相等



20有限集与⽆穷集

n Hilbert 佯谬（Paradox of the Grand Hotel）：

0,1,2,⋯ ≈ 1,2,3,⋯

关于⽆穷集的讨论：等势与集合相等 (续)



21有限集与⽆穷集

p ⑴ ⾃然数𝑛的任何真⼦集为有限集

p ⑵ 任何⾃然数不等势于其真⼦集

p ⑶ 若集合𝐴有穷，则𝐴不与其任何真⼦集等势

p ⑷ 若集合𝐴与其某个真⼦集等势，则𝐴⽆穷

n 其中⑵即为“鸽笼原理（PHP）”的基础理论

与⾃然数有关的若⼲命题



22等势关系

n 对于互异的𝑎, 𝑏 ∈ ℝ和互异的𝑐, 𝑑 ∈ ℝ，有：

𝑎, 𝑏 ≈ 𝑐, 𝑑 ， 𝑎, 𝑏 ≈ (𝑐, 𝑑)

典型的等势



23等势关系

n 对于互异的𝑎, 𝑏 ∈ ℝ和互异的𝑐, 𝑑 ∈ ℝ，有：

𝑎, 𝑏 ≈ 𝑐, 𝑑 ， 𝑎, 𝑏 ≈ (𝑐, 𝑑)

典型的等势



24等势关系

n 命题（Riemann）：设𝑎 ≠ 𝑏，则 𝑎, 𝑏 ≈ ℝ

n 构作𝜏: 𝑎, 𝑏 → ℝ如下所示：

典型的等势（续）



25等势关系

n 命题（Riemann）：设𝑎 ≠ 𝑏，则 𝑎, 𝑏 ≈ ℝ

n 构作函数𝑓: 0,1 → ℝ如下所示：

典型的等势（续）



26等势关系

n 命题：实数集⾮可列集

n 证明（Cantor’s diagonalization argument, 1891）：

由于ℝ ≈ [0,1]，故只需要说明实数集之真子集

[0,1]不可列即可。首先约定实数𝑥 ∈ [0,1]，令𝑥 =

0. 𝑥"𝑥1𝑥3⋯(0 ≤ 𝑥+ ≤ 9)， 对 于 无 限 循 环 小 数

0.249999⋯与0.250000⋯统一只采用后者的表示

方式；

实数集不是可列集



27等势关系

n 证明（Cantor’s diagonalization argument）(续)：
假设[0,1]区间内用上述方法表示的实数可列，则[0,1]
上的值可列举为：

今取实数𝑦 ∈ [0,1]，将其表为0. 𝑏#𝑏$𝑏%⋯，并令𝑏& ≠
𝑏&& (𝑖 = 1,2,3,⋯ )。易见，𝑦与上表中任何一个值均不等，
上述假设错误。即实数集ℝ是不可列集.   □

实数集不是可列集（续）



n 一个例子：

28

实数集不是可列集（续）

等势关系



n 直线点集与平⾯点集等势
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实数集不是可列集（续）

等势关系



n 命题：𝒫 𝐴 ≈ 0,1 # = 𝑓 𝑓: 𝐴 → 0,1

n 证明*：

令𝜏: 𝒫 𝐴 → 0,1 6定义如下：设𝑋 ⊆ 𝐴, 0,1 6 =

𝜏 𝑋 𝑋 ⊆ 𝐴 ,其中函数𝜏 𝑋 : 𝐴 → {0,1}被定义为：

𝜏 𝑋 𝑥 = R1	 𝑥 ∈ 𝑋
0	 𝑥 ∉ 𝑋 ,即子集𝑋之特征函数；

易验证𝜏为双射函数，故𝒫 𝐴 ≈ 0,1 6 .     □  

30

幂集的基数

幂集的基数



n Cantor 定理（1891）：

⑴ ℕ ≉ ℝ

⑵ 对于任意集合𝐴，𝐴 ≉ 𝒫(𝐴)

n 证明：⑴ 参见对角线法；

31

Cantor 定理（续）

Cantor 定理



n 设𝐴, 𝐵为集合，若存在从𝐴到𝐵的单射函数，

则称集合𝐵优势于集合𝐴，记做𝐴 ≼⋅ 𝐵；真优

势：𝐴 ≺⋅ 𝐵 ⇔ 𝐴 ≼⋅ 𝐵 ∧ 𝐴 ≉ 𝐵

n 优势关系下的Cantor定理：ℕ ≺⋅ ℝ，任意集

合𝐴 ≺⋅ 𝒫(𝐴)

32

集合的优势关系

Cantor 定理



33有限集与⽆穷集

⼀个问题



34有限集与⽆穷集

⼀个问题（续）



n 证明：

⑴ 易构造如下双射𝑓:ℚ → ℕ，故ℚ ≈ ℕ，为可列集

35Cantor 定理

⼀个问题（续）



n 证明（续）：

⑵ ⽤Cantor对⻆线法易证ℝ−ℚ不可列，故

ℝ−ℚ = ℵ.  

因此ℚ ≺⋅ ℝ − ℚ，即[0,1]内⽆理数的基数⽐有理

数⼤. 

□

36Cantor 定理

⼀个问题（续）



n 定理（Cantor-Bernstein-Schröder “三明治”

定理）：

𝐴 ≼⋅ 𝐵 ∧ 𝐵 ≼⋅ 𝐴 → 𝐴 ≈ 𝐵

n 证明略。三明治定理启发我们，若难以找到

双射函数，可通过构造2个优势来证明等势

37Cantor 定理

集合优势关系的性质



n ℕ ≈ ℤ ≈ ℚ ≈ ℕ×⋯×ℕ

n ℝ ≈ 𝑎, 𝑏 ≈ 𝑐, 𝑑 ≈ 0,1

n 𝒫 ℕ ≈ ℝ（可由“三明治”定理证明，留作思考）

n 0,1 # ≈ 𝒫 𝐴

n ℕ ≺⋅ ℝ

n 𝐴 ≺⋅ 𝒫 𝐴 ≺⋅ 𝒫𝒫 𝐴 ≺⋅ ⋯
38Cantor 定理

⼀些重要的等势与优势关系



39Cantor 定理

⽆穷之上*

大基数的层级



康托尔 (Georg Cantor,1845—1918)

n “无限！再没有其它问题如此深刻地打动过人类的心灵。”        
—— David Hilbert

n “由康托尔在1874—1895年创造地集合论的引起争论的题目，
象征着19世纪有先见之明的预言家们认为是从物理科学到民
主政府的一切事物中，极其合理的原则的总崩溃，这些预言
家们预见到了一切，只是没有预见到这场大崩溃。”

n “悖论和自相矛盾开始同时出现，这些可能最终是康托尔的
理论注定要对数学做出的最大贡献，因为它们就在围绕无穷
的逻辑和数学推理的基础中意想不到地存在，是现在整个演
绎推论中批判运动地直接启迪。我们希望从这里能得出一个
更丰富、更“真实”——摆脱了不一致——的数学。

                 —— E. T. Bell《数学精英》

Tips: Georg Cantor 40



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 2.5 节

n 课后习题：

¡ Problem Set 8

n 提交时间：3⽉25⽇ 10:00 前

41课后作业


