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前 情 提 要

2前情提要

n ⾃然数与⽆穷公理

n 有限集与⽆穷集

n 集合的基数

n 集合的等势关系

n Cantor 定理

n 集合的优势关系



本讲主要内容

n 整数的性质

n 整数的基本运算

n 素  数

n Euler 函数与 Euler 定理

本讲主要内容 3



什么是数论？
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Mathematics is the queen of the

sciences and number theory is the

queen of mathematics.

—— Carl F. Gauss (1777—1855)

引⼦：什么是数论？



什么是数论（续）
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n 数论是纯数学的⼀个分⽀，也是纯数学的代

表，它主要研究整数的性质

n 数论的早期研究可追溯⾄Euclid时期（~300

B.C.）：对素数和整除的研究

n 中国古代（~420 A.D.）对同余⽅程组的研

究为现代数论作出了部分基础性贡献

引⼦：什么是数论？



现代数论的早期铺垫
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n 证明素数⽆穷 
——Euclid：Elements （~300 B.C.）

n 筛法寻找素数

—— Eratosthenes （~250 B.C.）
n 辗转相除法求最⼤公约数

——Euclid： Elements（~300 B.C.）
n 求解同余⽅程组的中国剩余定理

——《孙⼦算经》（~420 A.D.）
引⼦：什么是数论？



整数的构造*
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n 整数（integer）是由Peano公理衍⽣出来的；

关于整数的算术系统也由Peano算术（PA）

ℕ, 0, + 推⼴⽽来

n 整 数 由 PA定 义 的 ⾃ 然 数 构 成 的 有 序 对

𝑎, 𝑏 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ 和⼀个等价关系 𝑎, 𝑏 ~ 𝑐, 𝑑 :

𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐来构造，整数集可视为上述等价

关系关于ℕ×ℕ的⼀个等价类(第十四讲详述)

整数的性质



整数集
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n 整数集⼀般记为“ℤ”（来源于德语“数”：

Zahlen 的⾸字⺟），同时⽤ℤ!表示正整数集

（ℕ − 0 ），⽤ℤ"表示负整数集（ℤ − ℕ）

n ℤ为可列集：ℤ ≈ ℕ，基数为ℵ#

n ℤ是全序集(第十六讲详述），⽆上界和下界

n ℤ同加法运算构成⼀个循环群 (第十七讲详述），同

加法和乘法运算构成⼀个环 (整数环*）

整数的性质



整数的代数性质
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n 下表给出∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ关于加法和乘法的性质：

n 以下介绍数论中的⼀些有关整数的重要研究对象

整数的性质



整 除

10

n 整除（divisible）是定义在ℤ上的⼆元关系：

设𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 ≠ 0，𝑎|𝑏 ⟺ (∃𝑐 ∈ ℤ) 𝑏 = 𝑎×𝑐

n 𝑎|𝑏读作“𝑎整除𝑏”

n 设𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ且𝑎 ≠ 0，有：

¡ 𝑎 𝑏 ∧ 𝑎 𝑐 → 𝑎|(𝑏 + 𝑐)

¡ 𝑎|𝑏 → 𝑎|(𝑏×𝑐) 

¡ 𝑎 𝑏 ∧ 𝑏 𝑐 → 𝑎|𝑐

整 除



余 数
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n 余数（remainder）来源于带余除法

n 定义（带余除法）：令𝑎 ∈ ℤ, 𝑑 ∈ ℤ!，则：

∃! 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ ∧ 0 ≤ 𝑟 < 𝑑 𝑎 = 𝑑×𝑞 + 𝑟

¡ 其中，𝑎称为被除数（dividend），𝑑称为除数

（divisor），𝑞称为商（quotient），𝑟称为余数
¡ 记：𝑞 = 𝑎 div 𝑑，𝑟 = 𝑎 mod 𝑑，后者读作“𝑎模𝑑”

n 例：∵ −11 = 3× −4 + 1，∴ −11 mod 3 = 1

余 数



余 数（续）
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n 模运算的基本性质：令𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑑 ∈ ℤ!，则：

¡ 𝑎 + 𝑏 mod 𝑑 = 𝑎 mod 𝑑 + 𝑏 mod 𝑑 mod 𝑑

¡ 𝑎×𝑏 mod 𝑑 = 𝑎 mod 𝑑)(𝑏 mod 𝑑 	mod 𝑑

余 数



同 余
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n 同余（congruence modulo）是定义在ℤ上的

⼆元关系：设𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，
𝑎 ≡ 𝑏 mod 𝑚 ⟺ ∃𝑚 ∈ ℤ! 𝑚 𝑎 − 𝑏

¡ 上式读作“𝑎与𝑏模𝑚同余（𝑎  is congruent to 𝑏 
modulo 𝑚）”，称𝑚为上述“同余的模（modulus
of the congruent）”

¡ 同余关系及符号“≡”由 C. Gauss于1801年引入

n 例：2 ≡ 14(mod 12)，−5 ≡ 13(mod 6)
同 余



素 数
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n 仅含2个平凡正因⼦（1和⾃⾝）的⼤于1的整数

称为素数或者质数（prime number），⼤于1
的⾮素数整数称为合数（composite number）

n 定理（算术基本定理）：每个⼤于1的整数皆可

分解为有限个素数的乘积（这些素数称为素因

⼦）；且若不考虑顺序，则分解唯⼀

¡ 𝑛 = 𝑝!
"!𝑝#

""⋯𝑝$
"# (𝑛 > 1, 𝑝! < 𝑝# < ⋯ < 𝑝$, 𝑛, 𝛼% ∈ ℤ&)

素 数



Eratosthenes 筛法寻找素数

n ⽤Eratosthenes筛法求素数（25以内）

2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25

[2]  2  3  4 5  6 7  8 9  10 11  12 13  14 15  16 17  18  19  20 21  22 23  24 25

[3]  2  3  4 5  6 7  8 9 10 11  12 13  14 15 16 17  18  19  20 21 22 23  24 25

[5]  2  3  4 5  6 7  8 9 10 11  12 13  14 15 16 17  18  19  20 21 22 23  24 25

素 数



Eratosthenes 筛法寻找素数

n ⽤Eratosthenes筛法求素数演示（120以内）

素 数



素 数（续）
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n 关于素数的命题可追溯⾄Euclid时期，最著名的
命题之⼀为《⼏何原本》所提：若2! − 1为素数，
则2!"#(2! − 1)为完全数*（本身为其所有真因子
之和的数）

n 对𝑛 ∈ ℤ$，整数𝑀% = 2% − 1被称为Mersenne数，
当𝑛为合数时𝑀%必为合数，但当𝑛为素数时𝑀%未

必——甚⾄极少——为素数。对某素数𝑝，若𝑀!

为素数，则称𝑀!为Mersenne素数*

素 数



素 数（续）
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n 截⾄今⽇，⼈类共发现52个Mersenne素数
¡ 𝑀!, 𝑀", 𝑀#, 𝑀$于公元前被发现

¡ 前12个Mersenne素数发现于手算时代

¡ 在 1952—1994年的计算机时代，发现了第 13—34个
Mersenne素数

¡ 在1996年至今，互联网时代的分布式大规模计算（如
GIMPS项目）发现了第35—51个Mersenne素数（但不知道
第45到第51个之间是否还有其它Mersenne素数）

¡ 目前（发现于 2024年 10月 21日）已知最大的第 52个
Mersenne素数是2%"&!$'()% − 1，它有41024320位

素 数



素数的性质
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n 命题：若𝑛为合数，则其必含有不⼤于 𝑛的

素因⼦

n 命题（Euclid）：素数⾮有穷

¡ 证明：反设素数有穷，列为𝑝!, 𝑝#, ⋯ , 𝑝$，令𝑞 =

∏%'!
$ 𝑝% + 1，则若𝑞为素数，则其为新的素数，矛

盾；若𝑞为合数，因为∏%'!
$ 𝑝%与𝑞互素，由算术基

本定理，𝑞的分解式中的素数均不在𝑝!, 𝑝#, ⋯ , 𝑝$中，

为新的素数，亦矛盾。故原命题成立.      □

素 数



素数的性质（续）
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n 定理*（素数定理）：设𝑥 ∈ ℝ!，𝜋(𝑥)为素数

计数函数（i.e.不⼤于𝑥的素数的数量），有

lim
(→*

𝜋 𝑥
𝑥/ ln 𝑥

= 1

¡ 素数定理表明从不大于𝑛的自然数中随机选一个数，其为素数

的概率约为1/ ln 𝑛

¡ 素数的分布随着𝑛的增大逐渐稀疏

¡ 孪生素数猜想（twin prime conjecture,Hilbert 1900）：

lim inf
!→#

𝑝!$% − 𝑝! = 2

素 数



素数的性质（续）
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n 定理*（素数定理）：设𝑥 ∈ ℝ!，𝜋(𝑥)为素数

计数函数（i.e.不⼤于𝑥的素数的计数），有

lim
(→*

𝜋 𝑥
𝑥/ ln 𝑥

= 1

¡ 截至目前（发现于2016年9月），发现的最大孪生素数为：

2996863034895×21290000± 1

¡ 张益唐 (2013年5月)：lim inf
!→#

𝑝!$% − 𝑝! ≤ 7×10&

¡ 陶哲轩 (2014年10月)：lim inf
!→#

𝑝!$% − 𝑝! ≤ 246

素 数



最⼤公约数
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n 设𝑎, 𝑏 ∈ ℤ$且𝑎 ≠ 0或者𝑏 ≠ 0，可同时整除𝑎, 𝑏的

最⼤正整数称为𝑎与𝑏的最⼤公约数（greatest

common divisor, GCD），记为：

gcd 𝑎, 𝑏 = max 𝑑 ∈ ℤ$ 𝑑 𝑎 ∧ (𝑑|𝑏)

n 称 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ$互素（mutually prime, coprime）⇔

gcd 𝑎, 𝑏 = 1（通常简记为 𝑎, 𝑏 = 1）

最⼤公约数



最⼤公约数的性质
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n 定理（Bézout's identity）：设𝑎, 𝑏 ∈ ℤ$，则：

(∃𝑠, 𝑡 ∈ ℤ) gcd 𝑎, 𝑏 = 𝑠𝑎 + 𝑡𝑏

n 定理（辗转相减算法）：设𝑎, 𝑏 ∈ ℤ$, 𝑎 < 𝑏，则：

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑎, 𝑏 − 𝑎)

n 定理（辗转相除算法）：设𝑎, 𝑏 ∈ ℤ$, 𝑎 > 𝑏，则：

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑎 mod 𝑏)

最⼤公约数



求最⼤公约数的Euclid算法

24最⼤公约数

function gcd(a, b)  // a>0, b>0  
while a ≠ b

if a > b 
a := a − b

else
b := b − a

return a

function gcd(a, b)  // 非全0正整
数

while b ≠ 0 
t := b
b := amod b
a := t 

return a

function gcd(a, b)  // a³b³0, a>0  
if b=0 
return a

else
return gcd(b, amod b) 



中国剩余定理（孙⼦定理）
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n “今有物不知其数：三三数之剩二，五五数之剩

三，七七数之剩二。问物几何？答曰二十三。”

——《孙子算经》

n 上述问题中的三个“××数之剩⼏”实际上可由

三个⼀元线性同余⽅程组成的⽅程组描述：

8
𝑥 ≡ 2 mod 3
𝑥 ≡ 3 mod 5
𝑥 ≡ 2 mod 7

中国剩余定理



中国剩余定理（续）
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n ⼀元线性同余⽅程组可写为：
𝑥 ≡ 𝑎% mod 𝑚%
𝑥 ≡ 𝑎' mod 𝑚'

⋮
𝑥 ≡ 𝑎! mod 𝑚!

n 定 理 （线性同余方程组的解存在定理）：设 正 整 数

𝑚!, 𝑚#, ⋯ ,𝑚+两两互素，则⼀元线性同余⽅程组有解𝑥 =

∑%'!+ 𝑎%𝑡%𝑀%，且解在模𝑀同余下唯⼀。其中𝑀 = ∏%'!
+ 𝑚%，

𝑀% = 𝑀/𝑚%，𝑡%𝑀% ≡ 1(mod 𝑚%)，𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛。𝑡%称为𝑀%的

“数论倒数（模逆元）”。  该定理的证明请见【Rosen】p. 235

中国剩余定理

8
𝑥 ≡ 2 mod 3
𝑥 ≡ 3 mod 5
𝑥 ≡ 2 mod 7



欧拉函数
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n 定义（欧拉函数,Euler's totient function）：对任意𝑛 ∈
ℤ&，

𝜑 𝑛 = 𝑚 ∈ ℤ& 𝑚 ≤ 𝑛 ∧ 𝑚, 𝑛 = 1

n 例：𝜑 3 = 2，𝜑 4 = 2，𝜑 12 = 4

n 由容斥原理（容斥原理相关内容请根据课件自学）可证：

𝜑 𝑛 = 𝑛J
,|+

1 −
1
𝑝

  其中{𝑝}为𝑛的所有素因⼦的集合
¡ 𝑚, 𝑛 = 1 → 𝜑 𝑚𝑛 = 𝜑 𝑚 𝜑(𝑛)

¡ 𝑝为素数→ 𝜑 𝑝 = 𝑝 − 1

欧拉函数



欧拉函数的界*

28欧拉函数

（欧拉常数 𝛾 ≈ 0.5772）

𝐥𝐢𝐦 𝐬𝐮𝐩
𝒏→#

𝝋(𝒏)
𝒏 = 𝟏

𝐥𝐢𝐦 𝐢𝐧𝐟
𝒏→#

𝝋(𝒏)
𝒏 𝐥𝐨𝐠 𝐥𝐨𝐠𝒏 = 𝒆$𝜸



欧拉定理
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n 定理（Euler定理）：对𝑎, 𝑛 ∈ ℤ&，若 𝑎, 𝑛 = 1，则：

𝑎F + ≡ 1 mod 𝑛

n 若上述𝑛 ∈ ℤ&为素数，由欧拉函数的性质易得到：

n 定理（Fermat小定理）：设正整数𝑎和素数𝑝，且𝑝 ∤ 𝑎，则：

𝑎,G! ≡ 1 mod 𝑝

n 例：求7###的个位数字

¡ 解：即求7''' mod 10，因𝜑 10 = 4且222 ÷ 4 = 55⋯2，上式可

写为7' ⋅ 7( )) mod 10。因 7,10 = 1,由Euler定理，7' ⋅ 7( )) ≡

7' ⋅ 1)) mod 10 ，故7''' mod 10 = 9即为7'''的个位数字

欧拉函数



RSA算法的数论基础*

30

n RSA算法为⽬前最著名的公开密钥加密

算法（属⾮对称加密算法）

n RSA算法于1977年被MIT的 R. Rivest，

A. Shamir 和 L. Adelman 共同提出

n RSA算法被⼴泛应⽤于加密通信、⾦融

信息安全、电⼦商务和数字签名等领域

RSA 算法的数论基础



RSA算法的数论基础*
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n RSA算法理论：

¡ 公钥与私钥的产生：⑴随意选择两个大的素数𝑝和𝑞(𝑝 ≠ 𝑞)，计算𝑁 = 𝑝𝑞； 

⑵根据欧拉函数，求得𝑟 = 𝜑 𝑝 𝜑(𝑞) = (𝑝 − 1)(𝑞 − 1)；⑶选择一个小于𝑟
的整数𝑒，求得𝑒关于𝑟的模逆元（数论倒数）𝑑 ≡ 𝑒$&(mod 𝑟)（模逆元存
在⟺ 𝑒, 𝑟 = 1）；⑷将𝑝和𝑞的记录销毁。令(𝑁, 𝑒)是公钥，(𝑁, 𝑑)是私钥。
Alice将她的公钥传给Bob，而将她的私钥隐藏

¡ 加密：将要加密传输的消息编码为𝑛（如采用Unicode），然后计算𝑛' ≡
𝑐(mod 𝑁)，Bob算出𝑐后就可将它传递给Alice

¡ 解密：Alice得到Bob的消息𝑐后就可以利用她的密钥𝑑来解密。她可以用以
下公式来将𝑐转换为𝑛：𝑐( ≡ 𝑛 (mod 𝑁)，得到𝑛后，她便可以将消息复原

n RSA算法的安全性源⾃factoring问题的时间复杂性 (BQP)

RSA 算法的数论基础



埃拉托⾊尼（Eratosthenes 276-194,B.C.）

n 埃拉托色尼在人类历史上第一个对宇宙距离进行了科学测量。大约在公元前240
年，他测的地球的直径约为12800千米，周长约为40000千米。可是这个几乎准
确的数值没有被人们广泛接受。1700多年以后的哥伦布仍然相信比埃拉托色尼
晚100多年的另一位希腊天文学家重测的错误数据——周长约28800千米。如果
哥伦布知道地球的真实大小，也许就不敢如此冒险了。

——[美]阿西莫夫:《阿西莫夫最新科学指南》

n It is known that Eratosthenes was born in Cyrene, a
Greek colony west of Egypt, and spent time studying at
Plato’s Academy in Athens. We also known that King
Ptolemy II invited Eratosthenes to Alexandria to tutor his
son and that later Eratosthenes became chief librarian at
the famous library at Alexandria, a central repository of
ancient wisdom. Eratosthenes was an extremely versatile
scholar, writing on mathematics, geography, astronomy,
history, philosophy, and literary criticism.

—— Rosen: Discrete Mathematics and Its Applications

Tips: 埃拉托⾊尼



本次课后作业

n 教材内容：[Rosen] 4.1节，4.3节，4.4节；8.5.2

节（自学内容）

n 课后习题：

¡ Problem Set 9

n 提交时间：4⽉1⽇ 10:00 前

33课后作业


