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第三次习题课 
助教：林辰，李景荣，赖司贤

主讲人：林辰



n 整除

n 模

n 同余

n 参考资料《初等数论》闵嗣鹤 严士健 编
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知识点拓展（后续会用到相关记号）



n 定义：设𝑎, 𝑏是任意两个整数，其中𝑏 ≠ 0，如果存在一个整数𝑞
使得𝑎 = 𝑏𝑞，我们就说𝑏整除𝑎，或者𝑎被𝑏整除，记作𝑏|𝑎
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整除与带余除法
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模，同余
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最大公因数：
n 最大公因数

l gcd 𝑎, 𝑏 ≝ max 𝑑 ∈ ℤ! 𝑑 𝑎 ∧ (𝑑|𝑏)}
l 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ!互质⇔ gcd 𝑎, 𝑏 = 1，简记为 𝑎, 𝑏 = 1

n 性质

l ∃𝑠, 𝑡 ∈ ℤ!, gcd 𝑎, 𝑏 = 𝑠𝑎 + 𝑡𝑏（线性合成）
l 𝑎 < 𝑏 → gcd 𝑎, 𝑏 = gcd 𝑎, 𝑏 − 𝑎 （辗转相减）
l 𝑎 > 𝑏 → gcd 𝑎, 𝑏 = gcd 𝑏, 𝑎 mod 𝑏 （辗转相除法）



n 整除

l 整除关系| ⊆ ℤ×ℤ，定义为𝑎|𝑏 ⇔ ∃𝑐 ∈ ℤ, 𝑏 = 𝑎×𝑐
l 𝑎 𝑏 ∧ 𝑎 𝑐 → 𝑎|(𝑏 + 𝑐)
l 𝑎 𝑏 → 𝑎|(𝑏×𝑐)
l 𝑎 𝑏 ∧ 𝑏 𝑐 → 𝑎|𝑐

n 带余除法

l 𝑎 ∈ ℤ, 𝑑 ∈ ℤ!，则∃! 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ ∧ 0 ≤ 𝑟 < 𝑑使得a = 𝑑×𝑞 + 𝑟。𝑟 = 𝑎 mod 𝑑
l 𝑎 + 𝑏 mod 𝑑 = (𝑎 mod 𝑑 + 𝑏 mod 𝑑) mod 𝑑

l 𝑎×𝑏 mod 𝑑 = 𝑎 mod 𝑑 × 𝑏 mod 𝑑 mod d

n 同余

l 同余关系 ⊆ ℤ×ℤ，定义为𝑎 ≡ 𝑏 mod 𝑚 ⇔ ∃𝑚 ∈ ℤ!, 𝑚|(𝑎 − 𝑏)
l “𝑎与𝑏模𝑚同余”
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整除与同余
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质数：
n 质数

l 仅含两个平凡正因子的大于1的整数称为质数或者素数，大于1的非质数整数
称为和数

n 算术基本定理

l ∀𝑛 ∈ ℤ!, 𝑛 = 𝑝" #! 𝑝$ #"⋯ 𝑝% ## (𝑛 > 1, 𝑝" < 𝑝$ < ⋯𝑝%, 𝛼& ∈ ℤ!, 𝑝'为素数)
l 此分解唯一

n 性质

l 有无穷多个素数
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Problem Set 4 - Problem 1
证明所有正整数 n = 4m + 3（m 为自然数）都不能写成两个整数的平方和。 

n 考虑同余关系

n 模取几？

n mod4



n Problem 1中我们已经证明，模4余3的素数𝑝都不能写成两个整
数的平方和。

n 那么是否存在模4余1的素数𝑝，可以被写成两个整数的平方
和？
• 存在. 例如, 5 = 2! + 1!,  13 = 2! + 3!,  17 = 1! + 4!等等

n 对于所有模4余1的素数𝑝，都可以被写成两个整数的平
方和吗？

2025/3/12 9

新的问题
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Problem Set 4 - Problem 2
证明方程 𝑥! + 𝑦! = 𝑧!有无穷多组正整数解⟨x, y, z⟩

n 勾股数，毕达哥拉斯三元组

n 观察—找合适的形式（完全平方公式）
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Problem Set 4 - Problem 2
证明方程 𝑥! + 𝑦! = 𝑧!有无穷多组正整数解(x, y, z)

n        解法：
（反证法）假设有有限组解，

则对每一组解(x, y, z)计算x+y+z。
                    取其中和最大的一组解，记为(a,b,c)

不难证明对于大于1的正整数n，(na,nb,nc)也为一组解
但na+nb+nc>a+b+c，与(a,b,c)为和最大的解矛盾
假设不成立，

因此有无穷多组解。

方程有有限组解
的反面是什么？

错误



2025/3/12 12

Problem Set 4 - Problem 2（改）
给出方程 𝑥! + 𝑦! = 𝑧!（1）所有正整数解⟨x, y, z⟩

n 奇偶性探路
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Problem Set 4 - Problem 2（改）
给出方程 𝑥! + 𝑦! = 𝑧!（1）所有正整数解⟨x, y, z⟩
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Problem Set 4 - Problem 2（改）
给出方程 𝑥! + 𝑦! = 𝑧!（1）所有正整数解⟨x, y, z⟩
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Problem Set 4 - Problem 4

n 假设存在有理数𝑟 = "
#
, 其中𝑝, 𝑞为整数且 gcd 𝑝, 𝑞 = 1.

n 则原方程可以化为𝑝$ + 𝑝𝑞! + 𝑞$ = 0.

n 观察两边奇偶性
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Problem Set 4 - Problem 5
在黑板上写下数字 1，2，3 ... 2n, 其中 n 是奇数。从中任意挑出两个数 j 和 k，
在黑板上写下 |j − k| 并 擦掉 j 和 k。继续这个过程，直到黑板上只剩下一个整
数为止。证明这个整数必为奇数。

n 考虑所有数字的和

n 考虑奇数偶数的个数



n 考虑周长

n 逐步涂黑方块的过程总周长不会增加

n n-1个黑色方块总周长？

n 全部涂黑后方格表的总周长？
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Problem Set 4 - Problem 6
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Problem Set 4 - Problem 7 
证明任一个有理数x和任一个无理数y之间都有一个无理数。

n “不妨设”x>y         还是      “设”x>y

n 中间的无理数是谁？

n 取𝑥 + "#$
!
可以吗？

n 改：证明任一个有理数x和任一个无理数y之间都有一个有理数
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Problem Set 4 - Problem 8

n 举例

n 注意：你必须清楚所取的数确实是个有理数/无理数（证明之）



n 集合论

n 二元关系
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知识点回顾
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集合论

n 集合没有明确的定义。通常用大写字母表示集合，如𝐴、𝐵、𝐶
等，用小写字母表示元素，如𝑎、𝑏、𝑐 等。若集合𝐴系由𝑎、𝑏、
𝑐等诸元素所组成，则表如𝐴 = {𝑎,𝑏,𝑐,⋯}，而𝑎为𝐴之元素，亦
常用𝑎 ∈ 𝐴之记号表之者， 𝑎非𝐴之元素，则记如𝑎 ∉ 𝐴。”

n 𝐴为𝐵之子集（记为𝐴 ⊆ 𝐵）指∀𝑥(𝑥 ∈ 𝐴 → 𝑥 ∈ 𝐵)，𝐴为𝐵之真
子集（记为𝐴 ⊂ 𝐵 ）指𝐴 ⊆ 𝐵且𝐴 ≠ 𝐵。

n 𝐴 = 𝐵 ↔ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∧ 𝐵 ⊆ 𝐴)
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集合论

n 证明：如果XÍY且YÍZ, 则XÍZ

n 要证明：“对任意的 a, 如果 aÎX,  则 aÎZ”

n 证明：

l 对任意的 aÎX
l 根据已知的“XÍY”，可得：aÎY
l 根据已知的“YÍZ”，可得：aÎZ
l 所以，"a (aÎX ® aÎZ ), 即XÍZ
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集合论
n 空集本身是一个集合，也可以做为另一个集合的元素或者子集：∅ ∈

{∅}，∅ ⊆ {∅} ，但因为空集不含任何元素，故∅ ∉ ∅，∅ ≠ {∅}
n 集合𝐴的幂集𝑃(𝐴) = {𝑥| 𝑥 ⊆ 𝐴}，即由集合𝐴的全体子集构成的集合
n 集合的运算：

l 集合的并：𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∨ 𝑥 ∈ 𝐵}
l 集合的交：𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵}
l 集合的相对补：𝐴 − 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵}
l 集合的对称差：𝐴 ⊕ 𝐵 = {𝑥|(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵)∨ (𝑥 ∈ 𝐵 ∧ 𝑥 ∉ 𝐴) } 

= (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)
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集合论

n 例：判断下列语句是真还是假

l 𝑥 ∈ {x} 

l {x} Í {x} 

l {x} ∈ {x} 
l {x} ∈ {{x}}

l ∅ Í {x} 

l ∅ ∈ {x} 

T

T
F

T

T
F
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集合论

n 集合代数：
l 交换律：𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴
l 结合律：𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶，𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶
l 分配律：𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶)，𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)
l 吸收律：𝐴 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴, 𝐴 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐴
l 幂等律：𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴
l De Morgan 律：𝐴 − (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) ∩ (𝐴 − 𝐶)，𝐴 − (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐴 

− 𝐶)
l 空集性质：𝐴 ∩ ∅ = ∅, 𝐴 ∪ ∅ = 𝐴
l 幂集性质：𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) ∩ 𝑃(𝐵)，𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) ⊇ 𝑃(𝐴) ∪ 𝑃(𝐵)
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集合论

n 例：画出以下集合 A、B、C 的每个组合的文氏图：
l a) A ∩ (B ∪ C)

l b) 𝐴̅ ∩ -𝐵 ∩ ̅𝐶
l c) (A - B) ∪ (A – C) ∪ (B – C) 



n 注意区分元素、集合、子集三个概念！
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n 集合A的幂集是集合A的全体子集构成的集合（注意不要遗漏空
集！）
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n 注意论域为整数集
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n 文氏图探路

n 严谨证明或给出反例
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n 文氏图

n 严谨证明或给出反例
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n “当且仅当”

n 文氏图探路

n 严谨证明
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n 文氏图探路

n 左包含右，右包含左（一侧的任意元素属于另一侧）



n 交集、并集的定义

n n 换成∞？
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n 集合 A 的后继是集合 A ∪ {A}。
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n 文氏图探路

n 左包含右，右包含左（一侧的任意元素属于另一侧）

n 成员表
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n Q & A
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Thanks for listening


