
1 南京大学工程管理学院2025-2026学年第一学期《运筹学1》期中测验
整理：吻安
转学院工程管理系&自动化系&工管学协920882951独家发布

1. (16’) 某工厂要用 A, B 两种原料来生产甲, 乙, 丙三种产品, 生产单位每种产品的原料消耗量和利润如下
表所列:

甲 乙 丙
原料A 6 3 5
原料B 3 4 5
利润 4 1 5

若现有A，B原料的限量分别为45和30，求：

1. 总利润最大的生产方案。

2. 甲产品的单位利润在何范围内变化时，最优生产方案不变。

3. 若原料B可以再购，市场单价为0.5。请问是否应该购进？

2 (14’) 考虑线性规划问题:

max z = 2x1 + 3x2 + x3

s.t.


1
3
x1 +

1
3
x2 +

1
3
x3 ≤ 1

1
3
x1 +

4
3
x2 +

7
3
x3 ≤ 3

x1, x2, x3 ≥ 0

若其最优基变量为 {x1, x2} ，并且最优基矩阵的逆为：

B−1 =

[
4 −1

−1 1

]
1. 请给出该问题及其对偶问题的最优解；

2. 请问目标函数中变量 x3 的系数在何范围变化时最优解不变？

3. 请问约束条件 1
3
x1 +

1
3
x2 +

1
3
x3 ≤ 1 的右端项在何范围变化时最优基不变？

3.(10’) 考虑线性规划问题:
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min z = −αxn

s.t. x1 ≤ 1

−2x1 + x2 ≤ 1

−2x2 + x3 ≤ 1
...

−2xn−1 + xn ≤ 1

x1, x2, x3, . . . , xn ≥ 0

这里 α 是一个正数。假定我们给约束条件加上松弛变量可以使得问题转化为标准形式。

1. 考虑以 x1, x2, x3, . . . , xn 为基变量的基本解，证明其为基本可行解。

2. 证明 (1) 中定义的基本解是最优的。

已知 
1

−2 1

−2 1
. . . . . .

−2 1



−1

=


1

2 1

22 2 1
...

...
... . . .

2n−1 2n−2 2n−3 · · · 1


4. (12’) 现有一个线性规划问题 (P1):

max z1 = cTx

s.t.

{
Ax ≤ b

x ≥ 0

其中，A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn 。它的对偶问题的最优解为 yyy∗ ∈ Rm 。另有一线性规划问题（P2）：

max z2 = cTx

s.t.

{
Ax ≤ b+ d

x ≥ 0

其中，d ∈ Rm 。

1. 分别写出线性规划问题 (P1) 和 (P2) 的对偶问题；

2. 证明: max z2 ≤ max z1 + dTy∗ 。

5.(10’) 甲、乙两人玩 “石头、剪刀、布” 的游戏, 每人可以各自选择出石头、剪刀或布。玩家甲的收益矩阵是:
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石头 剪刀 布

石头
剪刀
布

 0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0


从甲的角度考虑, 假设在这个博弈中甲采取的策略是以概率 x1 出 “石头”, 概率 x2 出 “剪刀”, 概率 x3 出 “布”
(即 x1 + x2 + x3 = 1 )。那么在乙出不同策略时, 甲的期望收益可能是不一样的。若甲希望在最差情况下保证
最大的期望收益, 请写出该策略所对应的线性规划模型。

6. (10’) 支持向量机是机器学习中的一种分类学习方法。假设如图有两类差异性数据: 第一类数据点 “+” 表示
为 xi = (xi

1, x
i
2) , i = 1, . . . ,m , 标记为 +1; 第二类数据点 “-” 表示为 xj =

(
xj
1, x

j
2

)
, j = 1, . . . , n , 标记为 -1 。

数学上, 分类学习就是想找到一条直线 ωTx + b = 0 , 可以将不同类别的数据点划分开, 即找到一个斜率 (法向
量) ω 和一个截距 b 。

若两类数据能完全线性可分，则可以满足下列的不等式约束：
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{
ωTxi + b ≥ 1, ∀i = 1, . . . ,m

ωTxj + b ≤ −1, ∀j = 1, . . . , n

但现实中可能无法做到完全线性可分，那么就希望划分错误的误差越小越好。请建立合适的目标规划模型。

7. (14’) 下表是一张运输单价表（单位：元/件）。假定对销地不满足需求将造成经济损失，其中销地 B2，B3
的单位损失费用分别为 3 元和 2 元，销地 B1 的需求量必须满足，请给出最佳运输方案。

产地
销地 B1 B2 B3 供应量（件）

A1 5 1 7 10
A2 6 4 6 80
A3 3 2 5 15

需求量（件） 75 20 50

8. (14’) 考虑如下的线性规划问题:

max
∑n

i=1 pixi

s.t.

{ ∑n
i=1 wixi ≤ W

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n
(∗)

其中 pi > 0, wi > 0 。早在1957年，Dantzig证明上述线性规划问题可以利用贪心算法快速求解。具体求解步
骤如下：

• 第一步：排序使得 p1

w1
≥ p2

w2
≥ · · · ≥ pn

wn
;

第二步：求出整数 s = max{N |w1 + w2 + · · ·+ wN ≤ W}

在此基础上，该问题的最优解为：

xi = 1, i = 1, . . . , s

xi = 0, i = s+ 2, . . . , n

xs+1 =
W −

∑s
i=1 wi

ws+1

1. 请利用Dantzig的结论求解如下的线性规划问题：

max 7x1 + 8x2 + 9x3 + 4x4
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s.t.

{
4x1 + 5x2 + 6x3 + 3x4 ≤ 13

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , 4

2. 请写出题目中给的一般线性规划问题 (*) 的对偶问题，并利用 Dantzig 给出的原问题的最优解求对偶问
题的最优解。
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附参考答案（不完整）：
1.（1）...

所以最优生产方案为生产甲产品5，乙产品0，丙产品3，此时最大利润为35.

（2）由 ∆cTBB
−1pj ≤ rj , j = 2, 4, 5 ，得：


− 1

3
∆c1

·
≤ 8

3
1
3
∆c1 ≤ 1

3

− 1
3
∆c1 ≤ 2

3

⇒ −2 ≤ ∆c1 ≤ 1

所以甲产品的利润变化范围为 [3,6]。

（3）因为购买原料 B 的单价 0.5 小于其影子价格 2/3 , 所以应该购进。

2. 解：（1）原问题最优解 x⋆ = (1, 2, 0)T

对偶问题最优解 cTBB
−1 = (2, 3)

(
4 −1

−1 1

)
= (5, 1)

（2）σ′
3 = c3 − CBB

−1P3 = c3 − (5, 1)
(
1/3
7/3

)
= c3 − 4 ≤ 0, c3 ≤ 4

（3）B−1b =

(
4 −1

−1 1

)(
b1

3

)
=

(
4b1 − 3

−b1 + 3

)
≥ 0, 3

4
≤ b1 ≤ 3

3. 解：（1）以 x1, x2, x3, . . . , x 为基变量，由约束条件可以得到：

x1 = 1 ≥ 0, x2 = 1 + 2x ≥ 1 + 0 ≥ 0, . . . , xn = 1 + 2xn−1 ≥ 1 + 0 ≥ 0

因此，该基本解 {x = 2t − 1} 是基本可行解。

（2）利用最优性条件, 若 cTN − cTBB
−1N ≥ 0 则为最优解。这里,

cTN = (0, 0, 0, · · · , 0), cTB = (0, 0, 0, · · · , 0,−α)

B−1 =


1

−2 1

−2 1
. . . . . .

−2 1



−1

=


1

2 1

22 2 1
...

...
... . . .

2n−1 2n−2 2n−3 · · · 1


N = I
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所以
cTN − cTB = (2n−1, 2n−2, ..., 1) · α ≥ 0

4....

minω = (b+ d)Ty

s.t.

{
ATy ≥ c

y ≥ 0

问题 1 的对偶问题与问题 2 的对偶问题具有相同的约束条件, 因此问题 1 的对偶问题的最优解
y∗ = (y1, y2, y3, . . . , ym) 一定是问题 2 的对偶问题的可行解。

令问题2的对偶问题的最优解为 ŷ∗ ，则

(b+ d)T ŷ∗ ≤ (b+ d)Ty∗ = bTy∗ + dTy∗

因为原问题与对偶问题的最优值相等，所以：

max z2 ≤ max z1 + dT y∗

5. 解：甲采取的策略的数学规划模型为：

maxmin {x3 − x2, x1 − x3, x2 − x1}

s.t.

{
x1 + x2 + x3 = 1

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

转化为线性规划模型如下：

max s

s.t.



x3 − x2 ≥ s

x1 − x3 ≥ s

x2 − x1 ≥ s

x1 + x2 + x3 = 1

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
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6. 解：设第一类数据被划分错的误差为 δ+i , δ
−
i ，第二类数据被划分错的误差为 δ+j , δ

−
j ，则

min
∑
i

δ−i +
∑
j

δ+j

s.t.


ωTxi + b+ δ−i − δ+i = 1, ∀i = 1, . . . ,m

ωTxj + b+ δ−j − δ+j = −1, ∀j = 1, . . . , n

δ+i , δ
−
i , δ

+
j , δ

−
j ≥ 0

7. 解：

产地/销地 B1 B2 B3 产量
A1 5 1 7 10
A2 6 4 6 80
A3 3 2 5 15
Dummy 100000 3 2 40
销量 75 20 50

总成本 595

产地/销地 B1 B2 B3 产量
A1 0 10 0 10
A2 60 10 10 80
A3 15 0 0 15
Dummy 0 0 40 40
销量 75 20 50

8. 解：（1）由于 7
4
> 8

5
> 9

6
> 4

3
故而不需要另外排序；由于 4+ 5 < 13, 4+ 5+ 6 > 13 故 s = 2 ，从而最优解

为：x1 = x2 = 1, x4 = 0, x3 =
13−4−5

6
= 2

3
。线性规划松弛问题的最优解为 (1, 1, 2

3
, 0) ，最优值为21。

4 6 3

故 s = 2 ，从而最优解为：x1 = x2 = 1, x4 = 0, x7 =
13−4−5

6
= 2

3
。线性规划松弛问题

题的最优解为 (1, 1, 2
3
, 0) ，最优值为 21.

（2）对偶问题:

min
n∑

i=1

yi +Wy
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s.t.wiy + yi ≥ pi, i = 1, . . . , n

y ≥ 0, yi ≥ 0, i = 1, . . . , n

利用互补松弛条件可得：

i = 1, 2, . . . , s+ 1, wiy + yi = pi;

i = s+ 1, s+ 2, . . . , n, yi = 0;

⇒ y =
ps+1

ws+1

;

yi = pi −
ps+1

ws+1

wi, i = 1, 2, . . . , s;

yi = 0, i = s+ 1, . . . , n.
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